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ПРЕДИСЛОВИЕ 


в первой половине третьего тома «Математического анализа» 
рассматривается теория тригонометрических рядов Фурье: 
сначала изучается их поточечная сходимость и сходимость в 
среднем, а затем классическая теория преобразования Фурье 
абсолютно интегрируемых функций. Изложена также теория 
интегралов, зависяіцих от параметра (собственных и несобст¬ 
венных), и рассматривается вопрос о вычислении определен¬ 
ных интегралов с помош;ью дифференцирования и интегриро¬ 
вания интегралов по параметру. 

Во второй половине этого тома изучаются некоторые воп¬ 
росы теории метрических, нормированных, гильбертовых 
пространств и пространств обобщенных функций, идейно свя¬ 
занные с задачами классического анализа. Установлен, в част¬ 
ности, ряд свойств отображений метрических пространств, 
обобщающих свойства числовых функций, получена формула 
Тейлора для отображений нормированных пространств, изло¬ 
жены основы теории разложений элементов гильбертовых 
пространств в ряды Фурье по ортогональным системам и дана 
теория преобразования Фурье обобщенных функций. 

В конце тома имеется «Дополнение», посвященное некото¬ 
рым вопросам численных методов анализа (приближенное вы¬ 
числение значений функции, ее производной и интеграла от 
нее, приближенное репіение уравнений) и теория предела ото¬ 
бражения по фильтру, которая включает в себя как частный 
случай пределы, изучавпіиеся ранее. 

Нумерация глав и параграфов продолжает нумерацию пер¬ 
вых двух томов курса. 
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Глава 



Ряды Фурье. Интеграл Фурье 


§55 

Тригонометрические 
ряды Фурье 


55.1. Определение ряда Фурье. 
Постановка основных задач 


Определение 1. Ряд вида 


^ а„ С08 пх + 8ІП пх (55.1) 

называется тригонометрическим рядом. 

Его частичные суммы являются линейными комбинация¬ 
ми функций, входяп];их в систему 

С08 X, 8ІП X, С08 2х, 8Іп2х, ... , СОВ ПХ, 8ІППХ... . 

(55.2) 

Простые примеры сходяп];ихся тригонометрических рядов 
дают ранее рассмотренные ряды 



г" С08 ПЦ) 


1 - ГСОЗ ф 
1 - 2гС08 ф -ь ’ 


со 

Е 

71=1 


г" 8ІП гаф 


г 8ІП ф 

1 - 2гсо 8 лф -Ь ’ 


0<Г<1, -ОО < ф < -1-00 

(см. пример 6 в и. 36.3). 

Определение 2. Множество функций (55.2) называется три¬ 
гонометрической системой. 

ЛЕММА 1. Тригонометрическая система (55.2) обладает 
следующими свойствами'. 
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< Ё 


1°. Интеграл по отрезку [-л, л] от произведения двух 
различных функций, входящих в нее, равен нулю {это свой¬ 
ство называется ортогональностью* системы (55.2)), т. е. 


I С08 пх С08 тхдх = 0, п^ т, 

-К 

К 

I 8ІП пх 8ІП тхдх = 0, п^ т. 

-ТЕ 

71 

I С08 пх 8ІП тхдх = 0, т, п = 0, 1, ; 

-ТЕ 

ТЕ ТЕ 

2°. I со8^ = I пхдх = п, га = 1,2, ... . 


(55.3) 


(55.4) 


оказательство. При любых целых неотрицательных 
, п таких, что т^ п, имеем 

ТЕ 1 ^ 

I 8ІП пх 8ІП тхдх = 2 I ~ ~ = 


_ 8ІП (и - П)Х 


2(п - т) 


8ІП (п + п)х 


= 0 . 


2(п + т) 

Аналогично доказываются и два других равенства (55.3). 
Докажем теперь свойство (55.4): 

I со8^ пхдх = ^ I (1 + С08 2пх)дх = л, 

-ТЕ -Л 

I ЗІП^ ПХ(ІХ ^ I I (1 “ СОЗ 2пх)(іх = 7Г. □ 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 

а^ оо 

Ах) = у + Ц «П С 08 пх + 8ІП пх 


(55.5) 


и ряд, стоящий в правой части этого равенства, сходится 
равномерно на отрезке [-л, л]. Тогда 


1 

^0 = - I Кх)дх, 


1 ^ 1 ^ 

= “ I /(^) С08 пхдх, ^ Д I 8ІП пхдх, п= 1, 2, 


(55.6) 


* Происхождение термина «ортогональность» будет разъяснено в 
п. 58.1. 
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Доказательство. Поскольку ряд, стоящий в правой час¬ 
ти равенства (55.5), сходится равномерно на отрезке [-л, л], а 
все его члены являются непрерывными на этом отрезке функ¬ 
циями, то и его сумма Дх) непрерывна на отрезке [-л, л], а сам 
ряд можно почленно интегрировать (см. п. 32.4) от -л до л: 

I /(х)(іх =1 I у + 52 “п пх\(іх = 

-71 -71 ^ П = 1 ^ 

= -^ I С?Х -Ь 52 I <208 пхйх + I 8ІП ПхЛх = ЛНц. 

-тс ^ = 1 -тс -тс 

Отсюда следует первая из формул (55.6). 

Если ряд (55.5) почленно помножить на со8 пх и зін пх 
(п = 1, 2, ...), то полученные ряды будут также равномерно 
сходиться на отрезке [-л, л] (см. свойство 2° в п. 32.3). Интег¬ 
рируя почленно эти ряды и используя свойство ортогональ¬ 
ности (55.3) тригонометрической системы и равенства (55.4), 
будем иметь 

I /(х) С 08 пх(іх = I со8^ пх(іх = ла^, 

-ТС -Л 

I /(х) 8ІП пхйх = I 8 ІП^ пхйх = лЬ„. 

-Л -Л 

Из полученных соотношений непосредственно вытекают 
остальные формулы (55.6). □ 

Теперь заметим, что интегралы (55.6) имеют смысл не толь¬ 
ко для функций, непрерывных на отрезке [-л, л], а также, на¬ 
пример, и для функций, интегралы от которых абсолютно схо¬ 
дятся на этом отрезке. 

Напомним, что понятие абсолютно сходящегося интеграла 
(как и просто сходящегося интеграла) было введено для функ¬ 
ций, определенных на некотором промежутке с концами а и б, 
—оо < а < Ь < Ч-оо^ для которых существует такое конечное 
множество точек х^, і = О, 1, ... , /г, а = Хц < х^ < ... < Х/^ = Ь, 

расширенной числовой прямой К (см. п. 3.1), что функция 
интегрируема по Риману на любом отрезке [^, р], лежащем 
в заданном промежутке и не содержащем ни одной из точек 
^ 0 ’ ^ 1 » • •' » 

Всякое конечное множество точек x^, і = О, 1, ... , к, обла¬ 
дающее указанными выше свойствами, будем называть пра¬ 
вильным разбиением промежутка интегрирования функции /. 
Очевидно, что если к правильному разбиению рассматриваемо- 
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го промежутка добавить любое конечное множество точек это¬ 
го промежутка и расположить точки получивпіегося множест¬ 
ва в порядке возрастания, то получится снова правильное раз¬ 
биение. 

Хі 

Если все интегралы | /{х)<іх, і = 1, 2, ... , к, сходятся, то 

ь 

можно определить интеграл | /(х)(іх. Он определяется равен- 

а 

ством 

Ь сіе^ А 

I /іх)(іх ^ ^ I /(х)ёх 

а ^ ^ ^ 1 

и называется сходящимся интегралом. 

Ь 

Отметим, что значение интеграла | /(х)дх не зависит от 

а 

выбора правильного разбиения промежутка интегрирования. 

ь ь 

Если сходится интеграл | \/(х)\дх, то интеграл | /(х)дх 

а а 

также сходится и называется абсолютно сходящимся (см. 
п. 33.5), а функция /— абсолютно интегрируемой на рас¬ 
сматриваемом промежутке. 

Отметим, что если функция интегрируема по Риману на 
некотором отрезке, то ее абсолютная величина также интегри¬ 
руема по Риману на нем (см. п. 28.1) и, следовательно, функ¬ 
ция, интегрируемая по Риману на отрезке, абсолютно интег¬ 
рируема на нем. 

Если интеграл от функции / абсолютно сходится на отрезке 
[-Л, л], то для нее все интегралы (55.6) также сходятся, так 
как они представляют собой интегралы от произведения абсо¬ 
лютно интегрируемой функции /(л:) на непрерывную (синус 
или косинус), а такие интегралы абсолютно сходятся (см. лем¬ 
му 2 в п. 29.5). 

Определение 3. Пустъ функция / абсолютно интегрируема 
на отрезке [-л, л]. Тригонометрический ряд (55.1), коэффи¬ 
циенты которого задаются формулами (55.6), называется 
рядом Фурье* или, более подробно, тригонометрическим ря¬ 
дом Фурье, а числа а^и — коэффициентами Фурье функ¬ 
ции /. 


* Ж. Фурье (1768—1830) — французский физик и математик. 
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в этом случае пишут 


«о “ 

/(х) ~ -5- + ПХ + Ъ 8ІП ПХ. 

Частичные суммы порядка п этого ряда будем обозначать че¬ 
рез >8„(х; /) или, короче, 5,^(x) и называть суммами Фурье по¬ 
рядка п функции /. 

Подчеркнем, что здесь знак ~ обозначает не асимптотиче¬ 
ское равенство, а просто соответствие: функции сопоставляет¬ 
ся ее ряд Фурье. 

Теорему 1 в этих терминах можно перефразировать сле- 
дуюп];им образом: 

всякий равномерно сходящийся тригонометрический ряд 
является рядом Фурье своей суммы. 

УПРАЖНЕНИЯ. 1. Пусть функция / абсолютно интегрируема на отрез¬ 
ке [-71, 7і] и пусть 

О, 

/(ж) ~ у + 52 соз пх + зіп пх. 

Л = 1 

Тогда если функция / — четная, то = О, и = 1, 2, ... , если же / — 
нечетная функция, то = О, л = О, 1, 2, ... . 


2. Является ли тригонометрический ряд 52 рядом Фурье? 

п = 1 ^ 

В этом параграфе будут изучаться периодические функции /, 
для каждой из которых суіцествует число Т > О такое, что при 
всех X, принадлежащих области определения функции /, значе¬ 
ния X + Т п X — Т также принадлежат этой области и выполняет¬ 
ся равенство 

Ях + Т) = Цх). 

Такие функции называются Т-периодическими. 

Пусть / абсолютно интегрируема на отрезке [-л, л] и, сле¬ 
довательно, ей можно сопоставить ряд Фурье. Если он сходит¬ 
ся на некотором множестве, то сходится к 2л-периодической 
функции, так как все его члены 2л-периодичны. Поэтому бы¬ 
вает удобно и саму функцию / «периодически продолжить» с 
периодом 2л. Кавычки поставлены потому, что в действитель¬ 
ности функцию / можно продолжить периодически только в 
случае, когда Д-л) = Дл). 

Если это условие не выполнено, то продолжением функции / 

назовем 2л-периодическую функцию /, которую получим, по¬ 
лагая для любой точки X 6 [-Л, л), в которой определена 
функция / (напомним, что, в силу абсолютной интегрируемос- 
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ти функции на отрезке [-л, л], она определена во всех его точ¬ 
ках, кроме, быть может, конечного их множества); 

^{x + 2пк) = /(х), к = 0, +1, +2, ... . 

Такое продолжение в случае, когда /(-и) Ф К'^), приводит к 
несовпадению значений функций / и / при х = л. Однако, по¬ 
скольку коэффициенты Фурье функции определяются с по¬ 
мощью интегралов (55.6), это не приведет к их изменению и, 
следовательно, ряды Фурье данной функции / и продолжен¬ 
ной / совпадают. 

Отметим, что при указанном периодическом продолжении 
функция / может не быть непрерывной в точках 2кк, к = О, 
+1, +2, ... , даже если функция / непрерывна при х = -л и х = л. 
Продолженная функция / будет непрерывной в точках 2л/г, 
если / непрерывна вх = -лих = л, причем = /(л). Непре¬ 
рывность в других точках при периодическом продолжении 
сохраняется: если функция / непрерывна в точке хе (-л, л), то 
она непрерывна в любой точке х 4- 2йл, й = О, +1, +2, ... . 

Часто продолженную функцию / будем обозначать тем же 
символом /, что и продолжаемую. 

Если функция / 2л-периодична, то при вычислении ее ко¬ 
эффициентов Фурье (см. (55.6)) интегрирование можно выпол¬ 
нять по любому отрезку длины 2л, например по отрезку [О, 2л]: 

^ 2 % 

«о = - I Кх)(1х, 

о 

^271 271 

= - I /(х) С08 пх(іх, = - I Я^) 8ІП пхсіх. 
о о 

Действительно, если какая-либо функция ф имеет период, 
равный Т, и для некоторого числа а е К интегрируема на от¬ 
резке [а, а + Г], то при любом выборе Ъ & К она интегрируема 
и на отрезке [Ь, Ь + Т], причем 

Ь+Т а+Т 

I ф(х)с?х = I ф(х)с?х, 
ь ^ 

а + Т 

т. е. интеграл | ф(х)с?х не зависит от выбора числа а & К. 

В § 60 мы обобщим понятие тригонометрического ряда 
Фурье, а именно: определим и изучим ряды Фурье по произ¬ 
вольной ортогональной системе функций. В настоящем же па¬ 
раграфе будем изучать лишь тригонометрические ряды Фурье 
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абсолютно интегрируемых функций (см. также п. 60.6). Преж¬ 
де всего будет рассматриваться вопрос об условиях, гаранти- 
руюіцих сходимость ряда Фурье. В случае же сходимости ряда 
Фурье данной функции /(х) при определенных условиях мы 
выясним, чему равна его сумма 5(х), в частности, когда она 
совпадает с функцией /(х). Будет изучаться «скорость» сходи¬ 
мости рядов Фурье и условия, от которых она зависит. Будет 
показано, что и в том случае, когда ряд Фурье непрерывной 
функции расходится в некоторых точках (примеры таких ря¬ 
дов суш,ествуют), по нему можно восстановить саму функцию 
во всех точках. Мы увидим, наконец, что с определенной точ¬ 
ки зрения сходимость рядов Фурье естественно рассматривать 
не только в обычном смысле (как сходимость последователь¬ 
ности частичных сумм в точке или равномерную сходимость), 
но и совершенно по-другому, а именно, в смысле среднего 
квадратичного (см. пн. 55.8 и 55.9). 

55.2. Стремление коэффициентов Фурье к нулю 

Большую роль в теории тригонометрических рядов играет тот 
факт, что коэффициенты Фурье абсолютно интегрируемой 
функции стремятся к нулю при п ^ оо. Он вытекает из дока¬ 
зываемого ниже несколько более обіцего утверждения, часто 
применяемого в исследованиях, относяш,ихся к рядам Фурье 
и смежным вопросам. 

ТЕОРЕМА 2 (теорема Римана). Если функция / абсолютно 
интегрируема на промежутке (а, Ъ), конечном или бесконеч¬ 
ном, то 

ъ ь 

Иш [ /(х) С08 ѵхбх = Иш [ Я^) 8ІП ѵхбх = 0. 

V—>оо^ V^оо^ 

а а 

СЛЕДСТВИЕ. Коэффициенты Фурье {ЪЪ .^) абсолютно интег¬ 
рируемой функции стремятся к нулю при /г ^ оо. 

Прежде чем доказывать эти утверждения, введем ряд по¬ 
нятий, которые будут неоднократно использоваться в даль¬ 
нейшем. 

Определение 4. Для всякой функции /, определенной на всей 
числовой оси, замыкание множества точек х, в которых 
Дх) ^ о, называется ее носителем и обозначается через 
вирр У*. 


* От лат. зиррогіиз — опора. 
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Определение 5. Функция /, определенная на всей числовой 
оси, называется финитной, если ее носитель содержится в 
некотором конечном отрезке. 


Определение 6. Для всякого множества Е, лежащего на чис¬ 
ловой прямой, функция 


1{х) = Хв(л:) 


1, если X ^ Е, 
О, если X € Е, 


называется характеристической функцией множества Е. 

На рисунке 1 изображена характеристическая функция 
интервала вида [а, Ь). 

Определение 7. Функция /, определенная на всей числовой 
оси, называется финитной ступенчатой функцией, если 
она является линейной комбинацией конечного числа харак¬ 
теристических функций попарно не пересекающихся полу¬ 
интервалов [а^, Ь;), і = 1, 2, ... , т, т. е. если она представле¬ 
на в виде 

т 

т= Е КХііх) (55.7) 

і = 1 

(рис. 2), где Хі(х) — характеристическая функция интерва¬ 
ла [а^, Ьі), а Хі, і = 1, ... , т, — некоторые действительные 
числа. 


Нетрудно убедиться, что если не требовать, чтобы полуин¬ 
тервалы [а^, Ъ^, і = 1, 2, ... , т, попарно не пересекались, то 
получится равносильное определение. Это следует из того, что 
пересечение конечного числа рассматриваемых ограниченных 
полуинтервалов является также полуинтервалом того же вида. 

Очевидно, всякая функция вида (55.7) финитна. 

Финитная ступенчатая функция интегрируема на всей 
числовой оси, при этом если она задана формулой (55.7), то 


1-00 +00 І ууі 

\ Дх)дх = % x^ \ Хі(х)ах = % x^\ дх= Е КФі - а,)- 


Ук 


1 


ОІ 


а 


Ь 


1 


ОІ 



X 


Рис. 1 


Рис. 2 
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УПРАЖНЕНИЕ 3. Доказать, что всякая непрерывная на отрезке функ¬ 
ция является пределом равномерно сходящейся последовательности фи¬ 
нитных ступенчатых функций, носители которых принадлежат тому же 
отрезку. 

ЛЕММА 2. Для любой функции /, абсолютно интегрируемой 
на конечном или бесконечном промежутке с концами а и Ь, 
-оо < а < Ь < -Ьоо^ существует последовательность таких 
финитных ступенчатых функций ф^, га = 1, 2, ... , что: 

1°. 8 ирр ф„ с (а, Ь); 

2°. Ііш [ \Дх)-і^іх)\дх = 0. 

а 

Доказательство. Пусть функция / абсолютно интегри¬ 
руема на промежутке с концами а и Ь. Допустим для опреде¬ 
ленности, что она интегрируема на любом отрезке 

-оо < а <г\ < Ь < +00 

(общий случай абсолютно интегрируемой функции, см. н. 55.1, 
легко сводится к этому). Тогда, согласно определению несоб¬ 
ственного интеграла, для любого фиксированного числа е > О 
существуют такие числа ^ и д, что 

I \Дх)\(іх+^ \Дх)\дх<^. (55.8) 

а д 

функция / интегрируема по Риману на отрезке \Д, д] и, 
следовательно, если обозначить через 8^ нижнюю сумму Дарбу 
функции /, соответствующую разбиению х отрезка \Д, д], то 

11 

Ит 8 = [ Дх)дх, 

|і:| о ^ 

где |х| — мелкость разбиения х. Поэтому существует разбиение 
Хц = 1 1 отрезка [^, д] такое, что если 8^ — нижняя сумма 

Дарбу для функции /, соответствующая разбиению Хр, т. е. 


8 


"^0 



гаі; = ІПІ Дх), АХі = X, - х= 

' < ж < ж, ^ ' 


X? і 1,2,...,/^, 


то 

о < I Дх)дх - 8.,^ < I, 
где е — фиксированное выше число. 
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Положим 


ф(л:) = 


Ші, если Хі_-^^х<Хі, і = 1,2,...,к, 
О, если х<^ или х>г\. 

Очевидно, ф(х) — финитная ступенчатая функция. 


(55.9) 


зирр ф с [^, р] с (а, Ь) и [ (^{х)(іх = У гп^Ахі = 8^ . 

І . = 1 о 

Следовательно, 


Г| Г| 11 

I [/(^) “ ф(х)]<іх = I /(л;)<іх - I (р(х)(2х = 

= (/(х)сІх-8 <|, (55.10) 

^ о ^ 

при этом, так как ф(х) < /(х), ^ < х < р, то 

/(х) - ф(х) = |/(х) - ф(л:)| > 0. 

Из неравенств (55.8) и (55.10) имеем 

Ь 

I \^{х) - і^{х)\(іх = 

а 

I л ь 

= I \і^(х)\(іх + I [/(х) - ф(л:)]с?л: + | \/(х)\(іх < е. 

а ^ Т1 

Полагая, например, е = 1/п и обозначая соответствующие фи¬ 

нитные ступенчатые функции ф через ф„, п = 1, 2, ... , полу¬ 
чим последовательность финитных ступенчатых функций ф^, 
для которой выполняется утверждение леммы. □ 

Замечание 1. Отметим, что из определения ступенча¬ 
той функции ф, построенной при доказательстве теоремы 2 
(см. (55.9)), следует, что если для всех х е [^, р] выполняется 
неравенство 

|Ял:)| < с, 

то для всех X е [^, р] выполняется и неравенство |ф(х)| < с. 

Действительно, если -с ^ /(х) < с, то для любой точки 
X 6 [Х;_ ЛГ;], і = 1, 2, ... , ід, имеем 

-с <= ті= ІПІ /(х) < с. 

Поэтому (см. (55.9)) для всех хе [х^ _ x^) выполняется не¬ 

равенство -с < ф(х) < с, т. е. |ф(л:)| < с на всех полуинтерва¬ 
лах [_Хі X;), а следовательно, и на отрезке [^, р] (заметим, что 

Ф(Л) = 0). 
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Замечание 2. Отметим, что из условия вирр / с (а, Ъ) 
следует, что функция / равна нулю в некоторых окрестностях 
точек а шЬ. Действительно, носитель вирр / функции / являет¬ 
ся, согласно определению, замкнутым множеством, и так как 
точки а и Ь ему не принадлежат, то они не являются его точка¬ 
ми прикосновения. Поэтому у них суіцествуют окрестности, 
не содержаш,ие точек множества вирр /, и во всех точках этих 
окрестностей функция / равна, очевидно, нулю. 
Доказательство теоремы. Пусть х(х) — характерис¬ 
тическая функция полуинтервала [^, р). Тогда для любого ин¬ 
тервала (а, &) 3 [^, р] будем иметь 

Ііт [ у(л:) віп ѵх<іх = Ііт [ віп ѵх(1х = Ііт 22ІДЁ— = о, 

Ѵ->оо-* Ѵ->оо V 

а ^ 

так как 


соз - соз ѵг| I ^ |соз ѵ^І -ь |соз ѴГ| 




О, V 


Любая финитная ступенчатая функция является линейной 
комбинацией конечного числа характеристических функций по¬ 
луинтервалов рассмотренного вида, поэтому утверждение теоре¬ 
мы справедливо и для любой финитной ступенчатой функции. 

Если теперь функция / является абсолютно интегрируемой 
на промежутке с концами а и Ь, -оо < а < Ь < Ч-оо, то для любо¬ 
го числа е > О, согласно лемме, суіцествует финитная ступен¬ 
чатая функция ф такая, что 

ь 2 

I Ц'іх) - ф(л:)|сгл: < ^ • 

а 

Для этой ступенчатой функции (поскольку для ступенчатых 
функций теорема уже доказана) суіцествует такое Ѵр, что при 
|ѵ|>Ѵр 


I ф(л:) віп ѵх(іх 


<2 


Поэтому, используя тождество Дх) = [Дл:) - ф(л:)] -Ь ф(х), при 
|ѵ| > V получим 


I Дх) віп ѵхёх 




I [Д^) “ ф(^)] 8 ІП ѴХ(ІХ 


I ф(л:) віп ѵхсіх 




I ІДх) - ф(л:)|с?л:-Ь 


I ф(л;) віп ѵхсіх 


< 2 + 2 ■ 


Это означает, что Ііт [ Дх) віп ѵхсіх = 0. 

V —^ ОО ^ 

а 

Ъ 

Аналогично доказывается, что Ііт [ Дх) сов ѵхс/х = 0. □ 

V —^ ОО ^ 
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Отметим, что рассматриваемые в теореме 2 пределы дают 
примеры тех случаев, когда пределы от интегралов не равняют¬ 
ся интегралам от пределов подынтегральных функций. Так, на¬ 
пример, в случае функции /(х), равной постоянной, не равной 
нулю, и конечного промежутка (а, Ъ) подынтегральные выра- 

Ь Ь 

жения в интегралах | /(х) він ѵхсіх и | /(х) сов ѵхсіх вообш,е не 

а а 

имеют пределов при ѵ ^ оо, а пределы интегралов, как это до¬ 
казано выше, суіцествуют. 

55.3. Интеграл Дирихле. Принцип локализации 

Пусть функция /(х) абсолютно интегрируема на отрезке [-д, л]. 
Найдем удобное для исследований выражение частичной сум¬ 
мы (х; /) ряда Фурье функции /, называемой также просто 
суммой Фурье п-го порядка, п = О, 1, 2, ... , этой функции. 
Подставив в /) выражения для коэффициентов Фурье 

(55.6), получим 

ао я 

5 (х; і)= -х + Ои сов кх + Ъу віп кх = 

^ к-1 

= ^ I ^ I /(і) (сов Ы сов кх + віп Ы віп кх)ді = 

-П ^ = 1 -ТЕ 

= “ [ Ю) ^ + И сов к(і - х) ді. (55.11) 

^ -п 

Положим 

В(і)=^+ У сов кі, п = О, 1, 2, ; (55.12) 

тогда формулу (55.11) можно переписать в виде 

3^(х; П=\\ Впіі - хЖті. (55.13) 

-Л 

Функция П^(і) называется ядром Дирихле, а интеграл, стоя- 
іций в правой части равенства (55.13), — интегралом Дирихле. 
ЛЕММА 3. Ядро Дирихле'. 

1°. Четная непрерывная 2'к-периодическая функция, при¬ 
чем 

^>„(0) = я+і. 

2°. Удовлетворяет условию 

11 ВДті = 1; 


15 


(55.14) 



(55.15) 


3°. При і ^ 2тік, к = а, +1, +2, ... , 




8ІП (п + 1 / 2 )і 
28ІП (і/ 2 ) 


, п = о, 1, 2, ... . 


Доказательство. Непрерывность, четность и суптество- 
вание периода, равного 2л, для ядра Дирихле непосредст¬ 
венно следует из его определения, т. е. из формулы (55.12). Из 
этой же формулы следует и равенство (55.14): чтобы его полу¬ 
чить, достаточно проинтегрировать по отрезку [-л, л] обе части 
равенства(55.12): 

[ = \ \ \ С 08 кісіі = л, 

Д й - 1 4 

71 

так как при к = 1, 2, ... имеем | со8 кісіі = 0. 

-71 

Докажем теперь формулу (55.15). Имеем 


= 5 + Ё С08кІ 

к-1 


1 

28ІП {і/2) 



1 

28ІП (і/2) 



. 2 к +1 ^ . 2 к -1 ^ 

81Н -- І - 81П -- І 


8ІП (п + 1/2)і 
28ІП (і/2) ’ 


і ^ 2л/г, к = о, +1, +2, ... . 


По суш,еству, эта формула была уже доказана (см. формулу 
(30.89) во втором томе). □ 

Мы воспроизвели здесь доказательство лишь для удобства 
читателя. Отметим, что, в силу четности ядра Дирихле, 

I = I 

-ТС о 

поэтому 

I и„(і)сгі = 2 I И„(і)с(і. 

-п о 

Отсюда и из свойства 2° ядра Дирихле следует, что 

?|И„(і)Л=1. (55.16) 

о 

Заметим еіце, что правая часть равенства (55.15) имеет 
смысл лишь при і ^ 2л/г, к — целое. Но так как 


Иш 

і 2кті 


8ІП (п + 1/2)і 
28ІП (і/2) 


Иш ВЛі) = п + 1/2, 

і 2кп 
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то функцию 
= 0 , + 1 , + 2 , 


8ІП (и + 1/2)і 


можно доопределить при і = 2тік, к = 


28ІП (і/2) 

. , считая ее значение в каждой из этих точек по 
определению равным п + 1/2. Доопределенная указанным 
способом функция непрерывна при I = 2'кк для всех целых к. 

Вернемся к рассмотрению функции /, абсолютно интегри¬ 
руемой на отрезке [-л, л]. Нас будет интересовать, в частнос¬ 
ти, предел последовательности частичных сумм /) ее ря¬ 

да Фурье. Заметим, что непосредственно перейти к пределу 
при п ^ оо в правой части равенства (55.13), т. е. перейти к 
пределу под знаком интеграла, нельзя, так как предел ядра 
Дирихле при п ^ оо не существует. Продолжим функцию / с 
полуинтервала [-л, л) в 2л-периодическую функцию и обозна¬ 
чим ее также через / (подробнее о периодическом продолже¬ 
нии см. в п. 55.1). 

Периодическую с периодом 2л функцию, абсолютно интег¬ 
рируемую на отрезке [-л, л], будем называть для краткости 
2'к-периодической абсолютно интегрируемой (на периоде) 
функцией. 

Докажем следующую лемму. 


ЛЕММА 4. Для частичной суммы Фурье 8Дх; /) 2'к-периоди¬ 
ческой абсолютно интегрируемой функции / справедливы 
формулы 

8Дх-, П=\\ ОпіШх + ті (55.17) 

-ТЕ 

и 

8Дх-, П=\\ ОпШіх + і) + Кх - іШі- (55.18) 

О 

СЛЕДСТВИЕ. Для любых 8 е (0, л) и л: е [-л, л] частичная 
сумма 8Дх', /) ряда Фурье 2к-периодической абсолютно ин¬ 
тегрируемой функции / обладает следующим асимптотиче¬ 
ским интегральным представлением'. 


8Дх', /) = ^ I ОДіШх + і) + Кх - Щді + 0(1), я - оо. (55.19) 
о 

Доказательство леммы. Выполним в интеграле Ди¬ 
рихле (55.13) замену переменной интегрирования и = і — х: 


8Дх; /) = і I ПДі - х)Кті = 

-ТЕ 

= - I ВДи)Кх + и)ди = - | ВДи)Кх + и)ди. (55.20) 

-П - X -ТЕ 
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Мы снова воспользовались здесь тем обстоятельством, что 
интеграл от периодической функции по отрезку, длина кото¬ 
рого равна ее периоду, не зависит от положения этого отрезка 
на действительной оси (см. п. 55.1), и применили это свойство 
к 2л-периодической по и функции В^(и)^‘(х + и). Итак, форму¬ 
ла (55.17) доказана. 

Для доказательства формулы (55.18) представим правую 
часть равенства (55.20) в виде суммы двух интегралов с проме¬ 
жутками интегрирования [—л, 0] и [0, л]; в первом интеграле 
выполним замену переменной и = —і и воспользуемся четно¬ 
стью ядра Дирихле: Л„(-и) = 71„(н) (см. лемму 3). В результате 
будем иметь 

-ЗДх; /) = ^ I В^іиЖх + и)(1и = 

-К 

= ^ I ^пЖШx + и)(іи -Ь і I В^(иШх + и)(іи = 

-Л О 


= ^ I - І)<И + ^ I В^^иЖх + и)(1и = 

О о 

= I I В^ІІ)[ГІХ + і) + Г(х - 
о 

Формула (55.18) также доказана. □ 

Доказательство следствия. Зафиксируем число 8, 
о < 8 < л, и представим правую часть (55.18) в виде суммы 
двух интегралов следуюш,им образом: 

б 1 71 

(55.21) 


Поскольку функция 


1 о 1 71 

/) = - I + - I. 

о 5 

1 


непрерывна, следовательно. 


28ІП (і/2) 

и ограничена на отрезке [8, л] ( именно, для всех і е [8, л]: 
1 / 1 


о < 




, а функция /(х -Ь і) -Ь /(х - і) при лю- 


28ІП (і/2) " 28ІП (5/2) 
бом фиксированном х е [-л, л] 2л-периодична по і и абсолютно 
интегрируема на отрезке [-л, л], то на [8, л] абсолютно интегри- 

/(х + і) + /(х — і) 

руемо и их произведение - 28 іп (і/2) -' Поэтому, согласно 

теореме Римана (см. теорему 2 в п. 55.2), второй интеграл в пра¬ 
вой части равенства (55.21) стремится к нулю при га ^ оо^ т. е. 


1 " 

- [ 
л ^ 


Дх + і) + /(х - і) 
28ІП (і/2) 


8ІП ( га -Ь 2 ) = о(1)> 


Подставляя это выражение в (55.21), получим формулу (55.19). □ 
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Отметим, что в формуле (55.19) бесконечно малая о(1) за¬ 
висит от числа 8 и от точки х. 

Из формулы (55.19) следует одно важное свойство рядов 
Фурье, называемое принципом локализации. Сформулируем 
его в виде теоремы. 

ТЕОРЕМА 3 (принцип локализации). Если / — 2п-периодиче- 
ская абсолютно интегрируемая функция, то существова¬ 
ние и значение предела последовательности ее частичных 
сумм Фурье 8^(х; /) в любой точке х^е К зависит только от 
существования и значения предела при п ^ оо интеграла 

\ \ + і) + (Хо - і)ді, 

О 

где 8 — сколь угодно малое положительное число. 

Подчеркнем, что в подынтегральное выражение интеграла 
входят лишь значения функции / на отрезке [Хр - 8, Хр + 8] и 
тем самым суіцествование и значение предела частичных сумм 
ряда Фурье функции / зависит только от ее свойств в окрестнос¬ 
ти точки Хр, или, как говорят, от ее локальных свойств вблизи 
точки Хр. 

Из принципа локализации следует, что если в любой, 
сколь угодно малой окрестности точки Хр функции / и сов¬ 
падают, то пределы 1і^ /") ^ 1і^ одновре¬ 

менно суіцествуют или нет, причем если пределы суш;ествуют, 
то они равны. Это тем более интересно, что ряды Фурье та¬ 
ких функций, вообш,е говоря, различны, ибо в формулы для 
коэффициентов Фурье входят значения функции по всему от¬ 
резку [-Л, л]. 

55.4. Сходимость рядов Фурье в точке 

Далее понадобится следуюш;ая простая лемма. 

ЛЕММА 5. Для 211-периодической абсолютно интегрируемой 
на отрезке длины 2л функции / интегралы 

I* „ I ,55.22) 

О О 

сходятся или расходятся одновременно. 

Доказательство. Действительно, для любого 8, О < 8 < л, 
функция 2 зіп^^/ 2) непрерывна, а поэтому и интегрируема по 
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Риману на отрезке [8, л]. Функция же /(і) абсолютно интегри¬ 
руема на этом отрезке, следовательно, и их произведение 


т 


абсолютно интегрируемо на отрезке [8, л], т. е. при 


28ІП (і/2) 
любом 8, о < 8 < л, интеграл 


( (55.23) 

СХОДИТСЯ (см. лемму 2 в п. 33.5). 

Выберем теперь 8 > О так, чтобы суш,ествовало правильное 
разбиение (см. и. 55.1) отрезка [О, л], для которого отрезок [0,8] 
не содержал бы ни одной точки этого разбиения, кроме, быть 
может, точки ^ = 0. Возможность этого следует из самого опре¬ 
деления абсолютной интегрируемости функции на отрезке (см. 
п. 55.1). В этом случае для любого е такого, что 0 < е < 8, функ¬ 
ция / будет интегрируема по Риману на отрезке [е, 8], а следова¬ 
тельно, интегрируемы по Риману на этом отрезке и функции 

28іп(і/2) ' того, эти функции эквивалентны при і ^ 0, 

так как 1іт --- = 1; поэтому по признаку сходимости ин- 

тегралов, называемому признаком сравнения (см. следствие из 
теоремы 1 в и. 29.3), примененному к абсолютным величинам 

8 8 \Ні)\ 

рассматриваемых функций, интегралы | —^ (11, | 2 зіп (^/2) 

о о ^ ' 

одновременно сходятся или расходятся. В силу сходимости ин¬ 
теграла (55.23), отсюда сразу следует, что интегралы (55.22) 
также будут одновременно сходиться или расходиться. □ 

В дальнейшем в этом пункте будут рассматриваться 2л-пе- 
риодические абсолютно интегрируемые на отрезке длины 2л 
функции, которые имеют только точки разрыва первого рода, 
вследствие чего в каждой точке числовой оси суіцествуют 
односторонние пределы: 


Ит /(Хц + }і) = /(Хд + 0), Ііт /(Хд - Ъ) = Дхд - 0). 

й —> +0 й ^ +0 

Определение 8 (Лебег). Точка Хд называется регулярной точ¬ 
кой (рункции /, если 

г. ч Лхо + 0) -Ь Лхо - 0) 

Я^о) = -5-• 


Очевидно, каждая точка непрерывности функции являет¬ 
ся ее регулярной точкой. 
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Если Хц — точка разрыва первого рода функции /, то под ее 
односторонними производными /+(л:) и /Цх) будем здесь пони¬ 
мать пределы 


Г+(л:) 


ІІП1 

й ^+0 


/(х + Н) - Ях -Ь 0) 

к 


ГЛх) 


Кх -к)- /(х - 0) 


В том случае, когда функция непрерывна в точке х и, сле¬ 
довательно, + 0) = Дх - 0) = Дх), сформулированное опреде¬ 
ление односторонних производных совпадает с данным раныпе 
(см. п. 9.1). 

Для удобства формулировки теоремы о сходимости ряда 
Фурье введем обозначение 


Сіі) Кх + і) + Дх - о - Кх + 0) - Дх - 0). (55.24) 

Очевидно, что в регулярной точке х функция /^(^) имеет 
вид 

ГАі) = Пх + і) + Дх - О - 2Дх). 

Ясно также, что если функция / 2л-периодична и абсолютно 
интегрируема на периоде, то и функция /^(0 (х фиксировано) 
также является 2л-периодической и абсолютно интегрируе¬ 
мой на периоде функцией. 

Заметим, что если функция 2л-периодична и абсолютно 

интегрируема на периоде, то сходимость интеграла | —^ сіі 

о 

при некотором 8 > 0 равносильна его сходимости при любом 
конечном 8 > о, так как, в силу периодичности и абсолютной 
интегрируемости функции / на периоде, при любом 8^ > 0 ин- 

теграл I (іі, 0 < 8^ < 8, сходится. 

ТЕОРЕМА 4(признакДини). Пустъ / — 2п-периодическая 
функция, абсолютно интегрируемая ни отрезке длины 2п. 

Тогда если х является точкой непрерывности или точкой 
разрыва первого рода функции / и при некотором 8, 0 < 8 < л, 
интеграл 


(55.25) 


сходится, то ряд Фурье функции / сходится в точке х к 
значению 

Дх-Ю) + Дх-0) ^ (55.26) 
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СЛЕДСТВИЕ 1. Если условия теоремы выполнены, то в лю¬ 
бой регулярной точке функции / (в частности, во всех ее 
точках непрерывности) ряд Фурье этой функции сходится 
к ее значению в рассматриваемой точке. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Если /— 2'к-периодическая функция, абсо¬ 
лютно интегрируемая на отрезке длины 2п, и в точке х су¬ 
ществуют односторонние производные, то ряд Фурье функ¬ 
ции сходится в этой точке к значению (55.26). 


СЛЕДСТВИЕ 3. Ряд Фурье кусочно-дифференцируемой на от¬ 
резке [-Л, л] функции / сходится в каждой точке интервала 
(-Л, л) к значению (55.26), а в точках х = —ки х = к — к зна¬ 
чению 


/(-л + 0) + /(л - 0) 
2 


(55.27) 


СЛЕДСТВИЕ 4. Ряд Фурье непрерывной кусочно-дифференци¬ 
руемой на отрезке [—л, л] функции сходится в любой точке 
интервала (-л, л) к значению функции в этой точке, а в 
точках х = — тіих = іі — к значению (55.27). 

Доказательство теоремы. Используя формулы 
(55.18) и (55.16), имеем 


5„(х; /)- Я^ + 0) + Ях 0) ^ 1 ^ ^ ^ 

о 


/(х + 0) + /(х - 0) 2 ? 


1 ? 


ёі. 


2 ад)^і = -| 2 зіпД/2) "^^Г+2/ 

о о 

(55.28) 

Если интеграл (55.25) сходится при некотором 8 > 0, то он, 
очевидно, сходится и при некотором 8 таком, что 0 < 8 < л; тог¬ 
да, согласно лемме 5, примененной к функции /* (см. (55.24)), 

Г л, 

сходится и интеграл ] 2 зіп р/2) говоря, функция 

Пі) 

28ІП (^/2) ^б^^олютно интегрируема на отрезке [0, л]. Поэтому, 
согласно теореме Римана (см. п. 55.2), 


ІІП1 - 

П ^ ОО К 


I 


о 


ш 

28ІП (і/2) 


8ІН 



следовательно, в силу (55.28), 


і ёі = о. 


ІІП1 8^(х; /) 

Л ^ ОО 


/(х + 0) + і(х - 0) 


. □ 
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Следствие 1 непосредственно вытекает из теоремы в силу 
определения регулярной точки функции. 

Докажем следствие 2. Согласно теореме 4, достаточно по¬ 
казать, что если суіцествуют пределы /(х -Ь 0), /(х - 0) и одно¬ 
сторонние производные /+(х), /1(х), то интеграл (55.25) схо¬ 
дится при некотором 8 > 0. Прежде всего в силу суіцествова- 
ния конечною предела 

/(х + і) - /(х + 0) /(х - і) - Дх “ 0) ” _ 


Ит = Ііш 

і^+О ‘ (^+0 


= /Дх) - /:(х), 

ограничена в некоторой окрестности точки і = 

V 

= 0. Поэтому суіцествует такое 8, 0 < 8 < л, что на отрезке [0, 8] 


функция 


т) 


функция 


ПИ) 


ограничена и, следовательно, она интегрируема 


по Риману на этом отрезке (см. п. 29.1, а также замечание 2 в 
п. 23.7*). Функция, интегрируемая по Риману, абсолютно ин¬ 
тегрируема, поэтому интеграл (55.25) конечен. □ 

Для доказательства следствия 3 функцию /, заданную на 
отрезке [-л, л], продолжим периодически с периодом 2л с по¬ 
луинтервала [—л, л] на всю числовую ось и обозначим получен¬ 
ную функцию через ^. В силу определения кусочной диффе¬ 
ренцируемости (см. определение 1 в п. 26.2) функция / удов¬ 
летворяет условиям следствия 2. Согласно этому следствию 
ряд Фурье функции ^, очевидно совпадаю іций с рядом Фурье 

л „ /(х -ь 0) -ь /(х - 0) 

для т, сходится в каждой точке х к- 2 -• 

Если X 6 (-Л, л), то 7 (х + 0) = /(х + 0) и, следовательно, 
/(х -Ь 0) + /(х - 0) /(х -Ь 0) -Ь Дх - 0) -ГТ 

- 5 -=- 5 -. При X = -Л указанный ряд 


сходится к 


/(-Л -ь 0) -ь /(-л - 0) 


, а при X = л — к значению 


/(л -ь 0) -ь Дл - 0) 


В силу периодичности функции /, 


/ (-Л - 0) = / (л - 0) = /(л - 0), / (л -Ь 0) = /(-л -Ь 0) = + 0). 

Поэтому 

Т(-п + 0) -ь/(-л - 0) _ 7(л + 0) -ь 7(л - 0) _ Д-л + 0) + Дл - 0) 

2 2 2 • ° 


Следствие 4 непосредственно вытекает из следствий 1 и 3. 
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Заметим, что в формулах (55.26) и (55.27) сумма ряда 
Фурье функции У выражена через саму функцию /, заданную 
на отрезке [-л, л], а не через ее периодическое продолжение / 
на всю числовую ось. 

Если функция / удовлетворяет условиям следствия 4, т. е. 
непрерывна и кусочно-дифференцируема на отрезке [-л, л] и, 
кроме того, Д-л) = Дл) (т. е. ее периодическое продолжение на 
всю числовую ось совпадает с ней всюду на [-л, л], включая 
концы), то на всем отрезке [-л, л] функция / равна сумме свое¬ 
го ряда Фурье: 

Дх) = - 5 - + У" а С08 ПХ + Ъ 8 ІП ПХ. 

^ п = I 

Поэтому такая функция в каждой точке отрезка [-л, л] мо¬ 
жет быть представлена с любой степенью точности частич¬ 
ной суммой ее ряда Фурье, т. е. линейной комбинацией си¬ 
нусов и косинусов кратных дуг (говорят также, что указанная 
функция аппроксимируется суммой простых гармоник*). То, 
что в рассматриваемом случае период равен именно 2л, не 
существенно: случай произвольного периода Т > О легко сво¬ 
дится к рассмотренному простой заменой переменного (см. 
п. 55.12). 

При практическом разложении функций в ряд Фурье по¬ 
лезно иметь в виду, что если абсолютно интегрируемая функ¬ 
ция / — четная, то функция Дх) С 08 пх также четная, а функ¬ 
ция Дх) 8ІП пх — нечетная, поэтому в этом случае 

«о = ^ I Ял:)сгх = і I ^^(x)(іx, 

-П О 

= - I /(х) соз пх(іх = - I К^) соз пхйх, 

-л: О 

1 ^ 

Ъ^ = - ^ /(х) зіп пх(іх = 0, п = 1, 2, ... , 

-7Г 

и, следовательно, для четной функции / ее ряд Фурье имеет 
вид 

Но + ^ С08 пх. 

П = 1 


* Простой гармоникой называют (преимущественно в физике) выра¬ 
жение вида А С 08 пх + В зіп пх, где А и В — постоянные. 
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Если функция / — нечетная, то /(х) со8 пх также нечетная 
функция, а /(х) 8ІН пх — четная, поэтому 

1 

«о = ^ I Кх)(1х = о, 

-Л 

1 ^ 

= - I /(х) С 08 пх(іх = О, 

-Л 


^ Л 2 ^ 

“ I /(^) 8ІП ПХ(ІХ = “ I /(^) 8ІП ПХ(ІХ, /1=1,2, ... . 


Следовательно, для нечетной функции / ее ряд Фурье имеет 
вид 

^ 8ІП пх. 


Примеры. 1. Найдем ряд Фурье функции ей х, -д < л; < л. 
Вычислим ее коэффициенты Фурье. Коэффициент находит¬ 
ся легко: 


о = - [ей Х(ІХ = 


2зЬ л 
% 


Коэффициенты а„ находятся интегрированием по частям (см. 
п. 22.4): 


а„ = - [ ей X С 08 /гхс?х = (-1)" —, /г = 1,2,.... 

" л ^ л(1 -Ь п^) 

-л ' ' 

Из четности функции ей х следует, что для нее = О, 
/г = 1, 2, ... . Функция ей X непрерывно дифференцируема и, 
следовательно, удовлетворяет условиям следствия 4 из теоре¬ 
мы 4; кроме того, она принимает одинаковые значения на 
концах отрезка [-л, л], поэтому ее ряд Фурье во всех точках 
отрезка [-л, л] сходится к самой функции 


8 І 1 л 


сйх = ^^^1 + 2 


С08 пх 


Этот ряд сходится равномерно, 
что следует из его сравнения 
со сходяш;имся числовым ря- 

со ^ 

дом Е ГТ^- 

Графики функции ей х и 
суммы 5(х) его ряда Фурье 
изображены на рисунке 3. 
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Уі 

1 у = зЬх 

1 

• 1 

/ 8(х)\ 

/ 1 

/ 1 / 

/ 1 

/ \ / 

-Зл' / ’-2л *-лХ 

/ 1 / 

О *л ' 2л Зл X 

1 / 

/ і/ 

1 / 

^ / 

_ 

1 


Рис. 4 


2. Найдем ряд Фурье функ¬ 
ции ей X, -л < х < л. 

В силу ее нечетности, имеем 
= О, п = О, 1, 2, далее, ин¬ 
тегрируя по частям, находим 


Ь„ = - І бЙ X 8ІП пхсіх = 

-71 

= (-1Ѵ ^ 2пзЬл и = 1 2 

^ ^ Л(1 -Ь п2)’ ^ ••• • 

функция 8Й X непрерывно 
дифференцируема и удовлет¬ 


воряет условиям следствия 4 из теоремы 4, но 8Й(—л) 8Йл; по¬ 


этому во всех точках интервала (-л, л) ряд Фурье функции 


8Й X сходится к самой функции: 


8Й X = ^ У (“1)" ^ ^ у 8ІП ПХ, -л < X < л, 

л '' '' 1 -ь л2 

ЗЙ (-л) -ь 8Й л „ 

а в точках х = —лих = л — к значению- 2 - ^ 

Ряд Фурье функции 8Й х уже не сходится равномерно к 
ней на всем отрезке [-л, л] (действительно, в противном слу¬ 
чае его сумма должна была бы быть непрерывной на отрезке 
[-Л, л], а она имеет разрывы на его концах). Графики функций 
8Й X и суммы 5(х) ее ряда Фурье для сравнения изображены на 
рисунке 4. 

3. Разложим в ряд Фурье функцию 

Кх) = , О < X < 2л. 

Хотя функция / выглядит несколько искусственно, ее ряд 
Фурье имеет очень простой вид и позволяет получить ряд ин¬ 
тересных формул. 

Продолжим функцию / 2л-периодически с полуинтервала 
[О, 2л) на всю числовую ось и переопределим ее значения в 
точках X = 2/гл, положив их равными нулю, /г = 0, + 1, + 2,.... 
В результате получится нечетная функция, в силу чего все ее ко¬ 
эффициенты Фурье будут равны нулю: а„ = 0,п = 0,1,2,.... 

Вычислим коэффициенты Интегрируя по частям, полу¬ 
чим 

^ — X. ^ 1, С08 ПХ 271 1 1 

о„ = - — Л— 81П пхах = (л - х)- - ^— С08 пхах = -. 

"л^2 2л'' 2ил ^ п 

о о о 
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Итак, 


л - X 
2 



8ІП ПХ 
П 


(55.29) 


В силу следствия 4 теоремы 4, для О < х < 2л имеет место 
равенство 


л - X 
2 


ОО 

Е 

71=1 


8ІП ?гл: 
п 


(55.30) 


При X = о это равенство, очевидно, несправедливо, так как 
сумма получившегося ряда при х = 0 равна нулю, а /(0) ^ 0. 

График суммы ряда (55.29) изображен на рисунке 5. Заме¬ 
тим, что этот ряд заведомо не сходится равномерно на отрезке 
[0, 2л], так как его сумма не является на нем непрерывной 
функцией (равномерная сходимость ряда (55.29) была иссле¬ 
дована в и. 32.3). 

Заменив в (55.30) х через 2х и разделив обе части получив¬ 
шегося равенства на 2, получим 


л X 
4 “ 2 



8ІП 2кх 
2к ’ 


о < X < Л. 


Вычтем это равенство из (55.30) 


(55.31) 


л 

4 



8ІП (2/г - 1)х 
2/г - 1 ’ 


о < X < Л. 


(55.32) 


Подставив получившееся выражение для л/4 в (55.31), получим 


х = 2 ^ (55.33) 

л = 1 ”• 

Это равенство верно уже и при х = 0, а в силу нечетности обе¬ 
их частей равенства и при —л < х < 0, т. е. на всем интервале 
(-Л, л), но, конечно, не на его концах, в которых сумма ряда 
равна нулю. 

Ряд (55.33) при X е [-л, л] был первым примером (его по¬ 
строил Абель в 1826 г.) сходяш;егося ряда непрерывных функ¬ 
ций, сумма которого не непрерывна. 

Отметим еш;е, что, поло¬ 
жив в (55.32) X = л/2, получим 
так называемый ряд Лейбница У к 



который нам уже встречался 
раньше (см. пн. 30.9 и 33.7, 
пример 2). 
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4. Разложим в ряд Фурье периодическую периода 2л 
функцию /, если /(х) = х при |х| < л. 

Заданная функция нечетная, поэтому ее коэффициенты 
Фурье при косинусах равны нулю, а для коэффициентов при си¬ 
нусах имеем 

Ъ„ = - [ хвіп пхс1х = -— [ X <і сов пх = 

" 71 ^ ЛИ ^ 

О о 

С08 ЛП (-1)" + 1 ^ Г1 

=-= ^-, п = 1, 2, ... . 

п п 

Поэтому 

Пх) = 2 ^ (-і)я + іЁН^, (55.34) 

(выше, см. (55.33), это разложение было получено косвенным 
путем). 

5. Разложим в ряд Фурье неограниченную периодическую 
функцию 

/(х) = 1п 2 С 08 I , х^ {2т + 1)л, т = О, + 1, + 2, ... . 

Эта функция четная, поэтому 5^ = О, п = 1, 2, ... , 

Нц = ^ I 1п Г 2 С08 = \ I 1пГ2 С08 + і | 1пГ2 со8 

(так как С 08 \х/2\ > О при О < х < л, то знак абсолютной вели¬ 
чины у С08 (х/2) можно не писать). 

Сделав во втором интеграле замену переменного х = л — I, 
убедимся, что Нц = 0. 

Для вычисления коэффициентов а„, п = 1, 2, ... , произве¬ 
дем интегрирование по частям и сделаем замену переменного 
х = л- I: 

= I I 1п (^2 С08 I ^ С08 ПХ(ІХ = | 1п (^2 С08 I ^ зтпх 

, 1 ? 8ІП ЛХЗІП (х/2) , / 1 г ЗІП 71X008 (х/2) , 

Н-[ - - — ^(іх = (-1)" 1 ^— -(іх. 

ПЛ ^ С08 (х/2) ^ 81П (х/2) 

о о 

Представив подынтегральную функцию в виде суммы 

8ІП 71X008 (х/2) _ 8ІП (п + 1/2)х 8ІП (п - 1/2) 

8ІП (х/2) 28ІП (х/2) 28ІП (х/2) 

и использовав для вычисления интеграла от каждого слагае¬ 
мого тождества (см. тождество (55.15) в п. 55.3) 


8ІП (п + 1/2)х 
28ІП (х/2) 




С 08 кх. 


8ІП (п - 1/2)х 
28ІП (х/2) 


1 71-1 

= ^ + У С 08 кх, 

^ й = 1 
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будем иметь 


(-1)л+1 


га = 1, 2, ... , 


и, таким образом. 


1п(^2с 08|]= ^ (-1)"-! |л:|<л. (55.35) 

Метод нахождения ряда Фурье заданной функции непосред¬ 
ственным вычислением его коэффициентов приводит иногда к 
необходимости проведения большого объема сложных вычисле¬ 
ний. Иногда удается обойти эти затруднения, сведя задачу о 
разложении функции в ряд Фурье функций к задаче разложе¬ 
ния функции в степенной ряд, и воспользоваться для этого раз¬ 
работанной в теории степенных рядов техникой. 

В основе этого лежит то обстоятельство, что степенной ряд 

^ а^ 2 '‘ на окружности | 2 | = 1 сводится к рядам Фурье своей дей- 

И = О 

ствительной и мнимой части. Действительно, при | 2 | = 1 имеем 

г = 2 '^ = = сое гаф -Ь і зін гаф, и если «„ = &„ + іс„, 

то 

^ а„2" = ^ + іСп) ^ ^Ф) ^ 

Л = О тг = О 

= ^ (Ь„ С08 ПХ - 8ІП гаф) + і XI ^Ф ^ф)- 

Л = О л = О 


6. Разложим в ряд Фурье периодическую функцию 


/(х) 


г -Ь С08 X 
1 -ь 2 гС08 X -Ь ’ 


г < 1. 


(55.36) 


Эта функция непрерывна при любом ге (-1, 1), так как ее 
знаменатель не обраіцается в нуль: 

1 -Ь 2г С08 л; -Ь > 1 - 2 |г| |со8 л;| -Ь > 1 - 2 |г| -Ь = 

= (1-|г|)2>0. (55.37) 

Сделав в (55.36) подстановку 

е»* -Ь е-»* + 1 

С08Х=^— =^, 

где 

^ = е^^, (55.38) 

будем иметь 

г -ь С08 X _ + 2гі + 1 _ 

1 -Ь 2 ГС08 X + 2[гі^ -Ь (1 -Ь г^)1: + г] 

_ ІИ -Ь г) -Ь (1 -Ь гі) _ 1 I' і 1 ^ 

2{і + г)(1 + гі) 2ѴІ-Ьгі і + г ) ' 
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Так как |і| |е“| = 1, а |г| < 1, то по формуле для суммы 

(оо.оо) 

бесконечно убываюп];ей геометрической прогрессии получим 


ГІ: 


1 + гі 


г 1 + ГІ 


= 7 Е ЫГ Чпг, 


і + г 


1 г/і 
г 1 + г/і 


= 7 Е 


г + С08 X 


1 + 2гС08 X + (55.39) 2г 


- + і: (-1Г-ѴП" = 

л = 1 ^ л = 1 


чя-1 + _ 


= ГІ. (- 1 )“^" -^ ,^ = 


л = 1 


(55.38) г 


^ (-1)" С08 гах. (55.40) 


Полученный ряд равномерно сходится, например, по призна¬ 
ку Вейерпітрасса, так как |(-1)"^ со8 пх\ < |г|", а ряд ^ |г|", 

Л = 1 

|г| < 1, сходится. Следовательно, ряд (55.40) является рядом 
Фурье заданной функции / (см. теорему 1 в п. 55.1). 

7 . Разложим в ряд Фурье периодическую функцию 


/(х) = 


Г81П X 


, ІГІ < 1. 


1 -ь 2 г С08 X + ' 

Снова использовав формулы Эйлера, сделаем подстановку: 


С08 X = 


е'* + е 


і^ + 1 


аіх _ о-іх 


81П X = 


і^ 


2 2і ’ 2і 2іі 

где і = Рассуждая аналогично примеру б, получим 
Г8ІП X _ Г(І^ - 1) _ (1 + ГІ)І - (І + г) 


1 + 2гС08 X + 


2і(і + г)(1 + гі) 2і(і + г)(1 + гі) 


^ )_ Г_і _]_ 

2і V ^ + г 1 + гі 


]_ 

2і 




СО Л 

^ (-тнг = 

л = о ^ 


= ^ (“1)" ^= XI (“1)" 8ІП пх. (55.41) 

п-1 п-1 

8. Разложим в ряд Фурье периодическую функцию 

/(х) = агсіё 7 —-, -1 < г < 1, 

причем при г = 1 выполняется неравенство х ^ (2т + 1)л, 

т = о, +1, +2, ... . 

Функция / нечетная, следовательно, ее коэффициенты 
Фурье при косинусах равны нулю. Вычислим ее коэффициен- 
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ты Фурье при синусах в случае, когда |г| < 1. Интегрируя по 
частям, получим 


, 2 г { , Г81П X 

Ъ„= - аГСІё - 

7Г ^ V 1 + ГС08 X 

О 


8ІП ПХСІХ = 




пл 


1 + г сов X 

2 


_ 1 _ 2г г г + С08 X 

п пл і 1 
о о 


^ 2 С 08 пхйх 

+ 2гс08 X + (55.40) 


(55.40) пл 


I ^ (“1)* ^ соз кх сов пх<іх = 


к = 1 


пл 


^ (-І)А I (.03 ООЗ ПХСІХ = 




Таким образом, если |г| < 1, то 


агсі^ 


Г81П X 


= Е (-1Г 

л = 1 


81П ПХ 


1 + ГС08 X ч ^ ^ 

Если же г = 1, но л: ^ (2т + 1)л, т = О, +1, +2, 


агсі:§ - 


Г81П X 


+ ГС08 X 


■- 1 


= агсі^ ^ 


8ІП X 
+ С08 X 


(55.42) 

то 


•у* -у* сю 

= агсІёѣё^ = 2 (55=34) (-1)" 


1 !: 


2 -А (55.34) ' П 

т. е. разложение (55.42) остается верным и при г = 1. 


55.5*. Сходимость рядов Фурье для функций, 
удовлетворяющих условию Гёльдеро 

В этом пункте мы укажем более слабое достаточное условие 
(чем условие односторонней дифференцируемости (см. следст¬ 
вие 2 теоремы 4 в п. 55.4)), также обеспечиваюш,ее сходимость 
интеграла (55.25), следовательно, сходимость ряда Фурье 
2л-периодической абсолютно интегрируемой на отрезке длины, 
равной периоду, функции / к значению (55.26). 

Определение 9. Функция /, определенная на интервале (лгц, Ъ), 
называется функцией, удовлетворяющей справа условию 
Гёльдера степени а в точке х^, если существуют конечный 
правосторонний предел /(Хц -Ь 0) и такие постоянные М > 0 и 
8 > о, что для любого к, удовлетворяющего условию 0 < /г < 8, 
выполняется неравенство 

\І-(Хо + к)-Г(Хо + 0)\<МН^. (55.43) 


* О. Л. Гёльдер (1859—1937) — немецкий математик. 
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функция /, определенная на интервале (а, Хр), называет¬ 
ся функцией, удовлетворяющей слева условию Гёлъдера сте¬ 
пени а в точке х, если существуют конечный левосторонний 
предел /(Хд — 0) и такие постоянные М > 0 и д > 0, что для 
любого к, удовлетворяющего условию 0 < /і < 8, выполняется 
неравенство 

|/(Хо-/г)-/(Хо-0)| <М/г“. (55.44) 

Функция /, удовлетворяющая в точке Хд условию Гёлъде¬ 
ра некоторой степени как справа, так и слева, называется 
функцией, удовлетворяющей условию Гёлъдера данной сте¬ 
пени в рассматриваемой точке. 

Функция, определенная на некотором отрезке, называется 
функцией, удовлетворяющей условию Гёлъдера данной степе¬ 
ни на этом отрезке, если в каждой его точке она удовлетворяет 
условию Гёлъдера указанной степени, причем в каждой внут¬ 
ренней точке отрезка как справа, так и слева: в левом конце 
отрезка — справа, а в правом — слева. 

Отметим, что так называемое классическое условие Гёлъде¬ 
ра данной степени состоит в следующем. Функция / называет¬ 
ся удовлетворяющей в точке х классическому условию Гёлъ¬ 
дера степени а > 0, если существуют такие 8 > 0 н М > 0, 
что для всех к, \к\ <8, выполняется неравенство 

|Ял: + /г)-Ях)| <М|/і|“. 

Очевидно, что в этом случае благодаря условию а > 0 функция 
/ всегда непрерывна в точке х: 


Ит ^{х -\- к) = і‘(х). 


Аналогично определяются односторонние классические ус¬ 
ловия Гёлъдера. 

Таким образом, отличие рассматриваемого условия Гёлъде¬ 
ра от классического состоит, в частности, в том, что, согласно 
нашему определению, функция, удовлетворяющая условию 
Гёлъдера в некоторой точке, может бытъ разрывной в ней. 

Условие Гёлъдера степени единица обычно называется ус¬ 
ловием Липшица*. 


УПРАЖНЕНИЯ. 4. Доказать, что если функция удовлетворяет в неко¬ 
торой точке условию Гёлъдера степени а, то при 0 < |3 < а она удовлетво¬ 
ряет в этой точке и условию Гёлъдера степени |3. 


* Р. Липшиц (1832—1903) — немецкий математик. 
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5. Доказать, что если функция имеет на отрезке ограниченную производ¬ 
ную, то она удовлетворяет на нем условию Липшица с одной и той же по¬ 
стоянной М. 


6. Доказать, что если функция удовлетворяет на некотором отрезке класси¬ 
ческому условию Гёльдера степени а > 1, то она постоянна на этом отрезке. 


7. Доказать, что функция /(х) = х“, х>0, 0<а^ 1, удовлетворяет в точ¬ 
ке х = О условию Гёльдера степени а и не удовлетворяет в ней никакому 
условию Гёльдера степени |3 > а. 


ТЕОРЕМА 5. Пустъ функция / абсолютно интегрируема на 
отрезке [-л, л]. Если она удовлетворяет в точке х е (-л, л) ус¬ 
ловию Гёльдера степени а, а > О, то ее ряд Фурье сходится в 

/(х -ь 0) -ь /(х - 0) 

этой точке и его сумма равна -^-; в частности. 


если функция, кроме того, непрерывна в точке х е (—л, л), то 
ее ряд Фурье сходится к значению функции в этой точке: 


Ит 8^ (х; Г) = Кх). 

Если функция / удовлетворяет условию Гёльдера справа 

в точке X = -ж и слева в точке х = п, то ее ряд Фурье схо- 

д /(-л) -ь /(л) 

дится в этих точках и его сумма в них равна -^-. 


Доказательство. Выберем 8, 0 < 8 < л, так, чтобы, во- 
первых, на любом отрезке [^, 8], о < ^ < 8, функция а по¬ 


этому и 




, были интегрируемы по Риману, а во-вторых. 


чтобы при всех Н, \Ъ\ <8, функция / удовлетворяла условиям 
Гёльдера (55.43) и (55.44) в точке х. Тогда, в силу формулы 
(55.24), для функции /*(і) имеем 


т) 

< 

/(х -Ь і) - /(х -Ь 0) 

-ь 

О 

1 

1 

1 

і 

і 

і 



< 2М 
(55ЛЗ) ^1^“’ 
(55.44) 


8 

Так как интеграл | 


рГП. 


а > о, сходится, то, в силу при- 


0 

знака сравнения, сходится в нашем случае и интеграл (55.25). 
Поэтому теорема 5 следует из теоремы 4. □ 

В заключение заметим, что если функция / в точке х имеет 
правостороннюю производную /Д то / удовлетворяет в этой 
точке справа условию Гёльдера степени 1. В самом деле, из су- 
ш,ествования конечного предела 


ІІП1 


/(х -\- к) - /(х -ь 0) 

к 


Г+{х) 
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следует, что найдется такое 8 > О, что для всех к, \к\ <8, будет 
справедливым неравенство 

I /(ж + к) - /(х + 0) 


Н 


- /+(х) < 1, 


СІ^І' I I 

откуда, положив М — \ + 1, получим 


следовательно, 


^ ^ /(х + к) - /(х + 0) 
к 


<М; 


ІЯл: + к)- Ях + 0)1 < М \к\, \к\ < 8. 


Аналогичное утверждение справедливо, конечно, и для ле¬ 
восторонних производных. 


Задача 1. Функция, определенная на отрезке [а, Ь], называется 
функцией класса Гёльдера (М) на этом отрезке, если для каждой па¬ 
ры точек X ж X + к этого отрезка, хе [а, &], х -Ь е [а, Ь], выполняется 
неравенство 

\І(х + к)-кх)\ <М|/г|“, 

иначе говоря, если функция удовлетворяет классическому условию 
Гёльдера одной и той же степени а и с одной и той же постоянной М во 
всех точках отрезка [а, &]. 

Доказать, что если 27Г-периодическая абсолютно интегрируемая на 
отрезке длины 2л функция принадлежит на некотором отрезке [а, 6] 
классу Гёльдера іГ“ (М), 0 < а < 1, М > 0, то на всяком отрезке [а', Ь’], со¬ 
держащемся в интервале (а, Ь): 0 < а < а' < 6' < Ь < 2л - ряд Фурье функ¬ 
ции /сходится к ней равномерно. 


55.6. Суммирование рядов Фурье 
методом средних арифметических 


Пусть функция / абсолютно интегрируема на отрезке [-д, л] и 
удовлетворяет условию Я“7г) = /(ті)» следовательно, 2л-периоди- 
чески продолжаема на всю веш,ественную ось. Пусть -8„(х) — 
ее суммы Фурье, а — ядра Дирихле, п = 0, 1, 2, ... 

(см. (55.11) и (55.12)). 

Рассмотрим средние арифметические сумм Фурье и ядер 
Дирихле: 

5о(х)-Ь 5і(х) -Ь ...-Ь 5„(х) 


Ф„(^) 


До(х) -Ь ДДх) -Ь ... -Ь Д„(х) 
п + \ 


га = о, 1, 2, ... . 


(55.45) 
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Сумма а„(х) называется суммой Фейера* п-то порядка 
функции /, а Ф„(л;) — ядром Фейера п-то порядка. 

Из формулы 

^ I Опіи) Кх + и)аи 

-ТС 

(см. (55.17)) получаем 

(^п^х)= Ф^{иЖх + и)(1и. (55.46) 

-71 

Будем исследовать поведение сумм о^^(х) при п т. е. 

рассмотрим суммирование ряда Фурье методом сред¬ 

них арифметических (см. п. 30.15). 

Изучим прежде всего свойства ядра Фейера. 

ЛЕММА 6. Ядра Фейера имеют следующие свойства: 

1°. Они являются непрерывными, четными, 2'к-периоди- 
ческими функциями и 

Ф„(0)=Ч^- (55.47) 

2 °. 

I I Ф^Ші = I I Ф„(0Л = 1. (55.48) 

-ТС о 

3°. При і ^ 2'кт, т = 0, -Ы, +2, ... , справедлива формула 

зіп^ 

Ф„(^)=- ^(55.49) 

2(п + 1)8Іп2 2 


СЛЕДСТВИЕ 1. Ядро Фейера неотрицательно при любом і & К: 

Ф„(0>0. (55.50) 

СЛЕДСТВИЕ 2. При любом 8, 0 < 8 < Л, имеет место равенство 
Ііт тах Ф^(і) = 0. (55.51) 

Доказательство леммы. Свойства 1° вытекают из соот¬ 
ветствующих свойств ядер Дирихле, например: 


Фя(0) 


(55.45) п + 


" Т 1 ^.(0) - ^ 


п + 1 


п(п -Ь 1) 


-Ь 


(1 
п + 1 


к + 


п + 1 
2 


* Л. Фейер (1880—1959) — венгерский математик. 
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Свойство 2® также вытекает из соответствующего свойства 
ядра Дирихле: 


1 

к 


I ФпШі 


^ 1 

(55745) п + 1 





1 

п + 1 



= 1 . 


Второе равенство (55.48) сразу следует из четности ядер Фейера. 

Докажем свойство 3®. Пусть і ^ 2лт, т = О, +1, +2, ... ; 
тогда 


ф „(0 


1 у в 1 ^ зіп (к + 1/2)і 

71+1 ^.“о (55Л5) 77+1 ^4'о 28ІП (1/2) 


1 

77+1 


Е 

А = о 


28ІП ^зіп (к + 1/2)1 
48Іп2 (1/2) 


_ 1 _ 

4(77 + 1)8Іп2 (1/2) 



[С08 кі 


С08 (к + 1)^] = 


1 - С08 (77 + 1)1 




4(п + 1)8 Іп2 (1/2) 2(п + 1)8Іп2 (1/2) ’ 

Следствие 1 вытекает из формул (55.47) и (55.49). 
Докажем следствие 2. При любом 8, О < 8 < л, имеем 

О < тах Ф„(0 

(55.50) 5 < |і| < „ " (55.49) 


< 1 

8 71 2(77 + 1)8Іп2 (1/2) ^ 2(и + 1)8Іп2 (5/2) ■ 

Отсюда при п ^ оо сразу следует (55.51). □ 

Примерный вид графика ядра Фейера изображен на рисун¬ 
ке 6. Образно говоря, ядра Фейера представляют собой такие 
неотрицательные функции, «существенные значения» кото¬ 
рых при возрастании п все боль¬ 
ше сосредоточиваются в окрест¬ 
ности нуля в том смысле, что при 
любом 8, о < 8 < л, их значения 
вне 8-окрестности равномерно 
стремятся к нулю (см. (55.51)), а 
интегралы от этих функций все 
время сохраняют постоянное зна¬ 
чение (см. (55.48)), к которому 
стремится интеграл от них по 
8-окрестности нуля при 8^0. 
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Подобные последовательности функций называются 8-по- 
следовательностями, и мы встретимся еще с ними в параграфе 
«Обобщенные функции» при изучении 8-функции Дирака. 

В этом пункте будем рассматривать только непрерывные 
на отрезке [-л, л] функции /, принимающие на его концах 
равные значения: /(-п) = Дл). Очевидно, каждую такую функ¬ 
цию можно продолжить 2л-периодически с отрезка [-л, л] на 
всю числовую ось К. Полученная функция, которую обозна¬ 
чим через /, будет непрерывна на всей оси К. 

Исходная функция /, как всякая непрерывная на отрезке 
функция, ограничена, т. е. существует постоянная М > О та¬ 
кая, что ІДх)! < М, X е [-Л, л]. Ясно, что тогда 

\7{Х)\<:М, хе К, 

т. е. функция / ограничена на всей оси К. 

Кроме того, функция / равномерно непрерывна на всей 
числовой оси К. В самом деле, будучи непрерывной на любом 
конечном отрезке, например на [О, 4л], она равномерно непре¬ 
рывна на нем (см. теорему 5 в п. 19.6). Это означает, что для 
любого е > О существует такое 8, О < 8 < 2л, что для всех х-^ е 
[О, 4л], ^2 е [О, 4л], 1^2 - <8, выполняется неравенство 

|7 (л:2 ) - /(хДІ <е. 

Но для произвольных х] и ^2 таких, что |х 2 — х]| <8, найдется 

целое число я, для которого = х-^ — 2пп е [О, 4п], Х 2 ^ ^2 “ 
— 2лп е [О, 4л] и поэтому |х 2 - х^| = |х 2 - х[\ < 8, а поскольку в 
силу 2л-периодичности Дх^) = Дх]^), ДХ 2 ) = Дхз), то 

|7(Х2) - 1{х-^)\ = |7(Х2) - 7(х^)\ < е. 

Это и означает равномерную непрерывность функции / на 
всей числовой оси К. 

В дальнейшем будем периодически продолженную функ¬ 
цию обозначать тем же символом /, что и продолжаемую. 
ТЕОРЕМА 6 (теорема Фейера). Если функция непрерывна 
на отрезке [-л, л] и принимает на его концах равные значе¬ 
ния, то последовательность ее сумм Фейера сходится рав¬ 
номерно на этом отрезке к самой функции. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Если ряд Фурье непрерывной на отрезке [-л, л] 
функции, принимающей на его концах равные значения, схо¬ 
дится в некоторой точке, то он сходится к значению 
функции в этой точке. 
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СЛЕДСТВИЕ 2. Если все коэффициенты Фурье функции, не¬ 
прерывной на отрезке [-л, л] и принимающей на его концах 
одинаковые значения, равны нулю, то сама функция тожде¬ 
ственно равна нулю на этом отрезке. 

Доказательство. Пусть функция / непрерывна на отрез¬ 
ке [-Л, л] и /(-п) = /(л). Продолжим ее 2л-периодически на всю 
числовую ось К. Оценим разность /(х) - а„(х) между функцией 
/ и ее суммой Фейера а„, используя представление суммы 
Фейера в виде (55.46) и свойства ядра Фейера, доказанные в 
лемме 6 и ее следствии. 

Зафиксируем точку х е [-л, л] и зададим произвольное е > 0. 
Имеем 


ІЯл:) -а„(х)| 


•у 4 ^ 1 ^ 

^ I Ф,ті - і I Ф„ишх + ті 

-к -71 


1 

К 


і Ф„(0[Я-^) - Кх + і)]ді < ^ I Ф^,і)\Кх) - Цх + і)\ді = 


л —5 1 ^ 1 ^ 

(55.52) 

-71 -5 5 

где 8 > о выбрано так, что значение модуля непрерывности 
со(8; /) функции / удовлетворяет неравенству со(8; /) < е/3. Это 
возможно, так как функция / равномерно непрерывна на всей 
числовой оси К. Поэтому для любого X е Д: 


I I Ф„(0ІЯ^) - Пх + I Ф„(0сіі < 

-5 -б 

<^|Ф„(0Л=|. (55.53) 

-ТЕ 

Оставшиеся два интеграла оцениваются одинаковым спо¬ 
собом: функция / ограничена на всей числовой прямой, т. е. 
суш;ествует такая постоянная М > 0, что для всех х е Д име¬ 
ет место неравенство |Я^)| ^ Следовательно, для любого 
X 6 Д: 


1 

л 


і ФпіШМ - Ах + і)\ді < ^ I Ф„(0[|Я^)1 + ІЯ-^ + ОМі < 

5 5 

9 М " 9 М ^ 

< ^ Ф(і)аі < — шах ФЯО ді = 

^ і ^ 8 < |і| < X і 


2М(л - 6) 
л 


шах ф„(0 < 2М тах ф (і). 

8<|(|<7і 5<|і|<7і " 
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Согласно следствию 2 из леммы 6, правая часть полученного 
неравенства стремится к нулю при п ^ оо, поэтому суіцеству- 
ет такое п^, что при всех п> выполняется неравенство 

I I ФМГ(х) - Пх + І)\(И < ^ . (55.54) 

5 

Аналогично для любого х е і? и всех п > п^: 

I / ФМГ(х) - йх + І)\(И < ^ . (55.55) 

-71 

Из (55.52) — (55.55) для произвольного х е В и всех п > 
имеем 

|Ял:)-а„(х)| <!+§+!= е, 

и так как выбор номера Пц не зависит от выбора точки х е [-д, л], 
то последовательность {а„} сходится равномерно на всей чис¬ 
ловой оси К к функции /. □ 

Доказательство следствия 1. Всякий сходяіцийся 
ряд суммируется методом средних арифметических к своей 
сумме (см. п. 34.15). Поэтому если ряд Фурье непрерывной на 
отрезке [-л, л] функции, принимающей на его концах одина¬ 
ковые значения, сходится в некоторой точке к какому-то чис¬ 
лу А, то предел последовательности средних арифметических 
частичных сумм, т. е. сумм Фейера, также равен А\ если 
Ит 5„(Хп; /) = А, то Ит а„(л;п) = А. Но, согласно доказанной 

Л ОО ' Д_^00 

теореме, 1і^ с?п(^о) ^ Я-^о)! следовательно, и 1і^ /) ^ 

= Ахо)- □ 

Подчеркнем, что ряд Фурье функции, непрерывной на от¬ 
резке [-Л, л] и принимающей на его концах одинаковые значе¬ 
ния, может расходиться в ряде точек. Однако, согласно дока¬ 
занному, если он сходится в некоторой точке, то обязательно 
к значению самой функции в этой точке. 

Доказательство следствия 2. Если функция / не¬ 
прерывна на отрезке [-л, л], принимает одинаковые значения 
на его концах и все ее коэффициенты Фурье равны нулю, то и 
ее суммы Фурье всех порядков тождественно равны нулю, а тог¬ 
да тождественно равны нулю и все суммы Фейера функции /. 
Эти суммы во всех точках х € К сходятся к /, поэтому и сама 
функция тождественно равна нулю. □ 
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в заключение заметим, что для непрерывной на отрез¬ 
ке функции, принимаюп];ей на его концах одинаковые значе¬ 
ния, ряд Фурье, независимо от его сходимости или расходи¬ 
мости в отдельных точках, позволяет однозначно восстано¬ 
вить указанную функцию: достаточно образовать из его час¬ 
тичных сумм суммы Фейера — их последовательность уже 
сходится, и притом равномерно, к самой функции. Таким об¬ 
разом, даже изучение расходяш,егося ряда может оказаться 
полезным. 

55.7. Приближение непрерывных функций многочленами 

Определение 10. Функции вида 

А п 

С08 кх + 8ІП кх, -ь > о, /г = о, 1, 2, ... 

называются тригонометрическими многочленами {полино¬ 
мами) степени п*. 

ТЕОРЕМА 7 (теорема Вейерштрасса). Если функция / не¬ 
прерывна на отрезке [-л, л] и Д-л) = Дл), то для каждого 
числа е > о существует такой тригонометрический много¬ 
член Т{х), что 

ІДх) - Т{х)\ <е, -л< X < л. 

Доказательство. Очевидно, что все частные суммы Фурье, 
а следовательно, и суммы Фейера абсолютно интегрируемых на 
отрезке [-л, л] функций являются тригонометрическими много¬ 
членами. Поэтому в качестве искомого тригонометрического по¬ 
линома Т(х) согласно теореме 6 можно взять, например, соответ- 
ствуюптую сумму Фейера (У^(х), являющуюся, очевидно, триго¬ 
нометрическим полиномом порядка не выше п. □ 

ТЕОРЕМА 8 (теорема Вейерштрасса). Если функция / непре¬ 
рывна на отрезке [а, б], то для каждого е > 0 существует 
алгебраический многочлен Р(х) такой, что 

I Дх) - Р{х)\ < е, а ^ X ^ Ь. 

Доказательство. Отобразим отрезок [0, л] линейно на от¬ 
резок [а, Ъ\. 

х = а-\-- — -і, 0<і<л, а<д;<б, 
л 


* Здесь считается, что Вц = 0. 
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и пусть /*(і) = /|^а + ^ ^ • Функция /* определена этой форму¬ 

лой на [О, л]. Продолжим ее четным образом на отрезок [-л, 0], 
т. е. положим 

/*(^) = если і е [-Л, 0]. 

Полученная таким образом функция непрерывна на [-л, л] 
(почему?) и /*(-л) = /*(л). Поэтому, согласно теореме 7, для 
любого числа е > 0 суіцествует тригонометрический полином 
Т{і) такой, что 

\Пі)-Т(і)\<г/2. 

Как мы знаем, сов Ы и він Ы, к = 1, 2, ... , поэтому и триго¬ 
нометрический полином Т{і) являются аналитическими 
функциями и поэтому разлагаются в степенные ряды, сходя- 
ш;иеся на всей действительной прямой и, следовательно, рав¬ 
номерно сходяш,иеся на каждом конечном отрезке (см. § 33): 

со 

тц)= і: 

к-0 

Если Р„(^) суть частичные суммы этого ряда, то, в силу его 
равномерной сходимости на отрезке [-л, л], суіцествует такой 
номер п^, что при п > 

\Т(і)-Р^(і)\<е/2, 

Беря для определенности п = + 1 ш полагая Р(і) = 

= Рп + 1 (0> имеем 

|Г(0 - Ріі) |< |Г(0 - Т{і) |-ь| Т(і) - Р(0| < е/2 -ь е/2 < е. 


Возвращаясь к переменной х, т. е. полагая і = п 


X — а 
Ь — а 


, по¬ 


лучим 


т-р\т^ 


- а 
‘ Ь - а 


< е, а < х < 


где Р ^ ^ — очевидно, алгебраический многочлен. □ 

Замечание. Пусть функция / непрерывна на отрез¬ 
ке [а, Ь]. Возьмем какую-либо последовательность чисел е„ > 0, 
п = 1, 2, ... , стремящуюся к нулю (например, е„ = 1/га); тогда, 
согласно теореме 8, для каждого га = 1, 2, ... существует много¬ 
член Р„(х) (здесь га порядковый номер, а не степень многочле¬ 
на) такой, что 

|/(х) - Р^(х)| < е„, а < X < Ь. (55.56) 

Очевидно, при га ^ оо имеем Р„(х) ^ /(х) на отрезке [а, 5]. 
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Итак, всякая непрерывная на отрезке функция являет¬ 
ся пределом равномерно сходящейся на этом отрезке после¬ 
довательности многочленов. Обратное, т. е. что всякая функ¬ 
ция, являющаяся пределом равномерно сходящейся на не¬ 
котором отрезке последовательности многочленов (и, более 
того, последовательности любых непрерывных функций), 
непрерывна на этом отрезке, уже доказано (см. теорему 8' 
вп. 32.4). 

Таким образом, теорема Вейерпітрасса устанавливает ха¬ 
рактеристическое свойство непрерывных и только непрерыв¬ 
ных функций. 

Весьма любопытно отметить, что первоначально понятие 
непрерывности функции было введено нами в абстрактной об¬ 
щей форме, оно никак не было связано с конкретными класса¬ 
ми элементарных функций, в частности — с многочленами, и 
тем самым ни с какими аналитическими представлениями 
функций через многочлены. 

Теорема Вейерпітрасса показывает, что введенный таким 
образом класс непрерывных функций в известном смысле не 
очень далек от класса многочленов! Именно, какова бы ни бы¬ 
ла непрерывная на отрезке функция / и как мало бы ни было 
заранее заданное число е > О, всегда существует многочлен, 
отличающийся на всем отрезке от функции / не более чем на е, 
т. е. аппроксимирующий (приближающий) ее с любой, напе¬ 
ред заданной степенью точности! Нетрудно получить и анали¬ 
тическое представление в виде ряда многочленов для непре¬ 
рывной на отрезке функции. Из (55.56) имеем 

/(х) = Ііт Р„(х), а < X < Ь, (55.57) 

или 

оо 

/(х) = Рі(х)+ [Р„ + і(х)-Р„(х)] (55.58) 

П = 1 

(Р„(х) — многочлены), причем стремление к пределу в (55.57) 
и сходимость ряда (55.58) происходят равномерно на отрезке 
[а, Ь]. При этом как существование предела (55.57), так и су¬ 
ществование разложения (55.58) являются необходимым и до¬ 
статочным условием непрерывности функции / на рассматри¬ 
ваемом отрезке. Это оправдывает интуитивное представление 
о функции как об аналитическом выражении, составленном 
из независимой переменной и постоянных посредством алгеб¬ 
раических и аналитических операций. 

Аналогичные замечания можно сделать и по поводу пер¬ 
вой теоремы Вейерпітрасса (теорема 7). 
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55.8. Полнота тригонометрической системы 
и системы неотрицательных целых степеней х 
в пространстве непрерывных функций 


В этом пункте мы перефразируем доказанные выше теоремы и 
выведем из них некоторые простые следствия. 

Определение 11. Пустъ X — некоторое множество функ¬ 
ций, определенных на отрезке [а, &]. Система функций 

ф^, Фз, ... , ф„, ... , ф„ 6 X,/г = 1, 2, ... , (55.59) 


называется полной для множества X в смысле равномерного 
приближения, если, какова бы ни была функция / е X, для 
каждого е > О существует такое конечное число функций ф^^, 
Ц>п^’ ••• ’ системы (55.59) и такие числаХ^, Х 2 , ... , что 

ІЯх) - [Я-і Ф„^(л:) + Яз (рп^іх) + ... + Я;, Ф„^(^)]| < е 
для всех X е [а, Ь]. 


Иначе говоря, система функций (55.46) образует полную 
систему для множества X, если любую функцию из X можно 
сколь угодно точно приблизить конечными линейными ком¬ 
бинациями функций системы (55.59). 

Используя понятие полноты системы, теоремы 7 и 8 пре- 
дыдуп];его параграфа можно перефразировать соответственно 
следуюш,им образом. 

ТЕОРЕМА 1' . Система тригонометрических функций (55.2) 
полна, в смысле равномерного приближения для множества 
непрерывных на отрезке [-д, л] функций принимающих на 
его концах равные значения. 

ТЕОРЕМА 8'. Система целых неотрицательных степеней 

X, т. е. система _ „ 

1, X, л;2, ... , X", ... , (55.60) 


полна в смысле равномерного приближения для множества 
всех непрерывных на любом заданном отрезке функций. 
Определение 12. Пустъ функции ^ и § определены на отрезке 
[а, Щ. Число 

^І[Ял:) - §(х))^ах 

называется средним квадратичным отклонением на отрез¬ 
ке [а, Ь] функции / от функции §*. 


* Можно сказать и «отклонение функции § от функции />>, поскольку 
рассматриваемое выражение не меняет своего значения, если / и поме¬ 
нять местами. 


43 



Определение 13. Система функций (55.59) называется пол¬ 
ной в смысле среднего квадратичного приближения для не¬ 
которого множества X функций, определенных на отрезке 
[а, Щ, если, какова бы ни была функция / е X, для каждого 
е > О существует такая конечная линейная комбинация 
функций системы (55.59), что ее среднее квадратичное от¬ 
клонение на отрезке [а, Ь] от функции ^меньше е. 
ТЕОРЕМА 9. Система тригонометрических функций (55.2) 
полна в смысле среднего квадратичного приближения во 
множестве непрерывных на отрезке [—л, л] функций, прини¬ 
мающих в точках л и -л одно и то же значение. 

Доказательство. Пусть / — непрерывная на отрезке 
[-Л, л] функция, причем /(л) = Я“7і). Согласно теореме 1', для 
любого е > О суш,ествует такой тригонометрический полином 
Т{х), что 

\/{х) - Т(х) \< — л < х < л. 

л/Зл 

Отсюда для среднего квадратичного отклонения этого полино¬ 
ма от функции / имеем 


[/(^) “ Т{х)]^дх < д( і = е. □ 

В дальнейшем мы увидим (см. п. 58.6), что ограничение 
/(л) = Я“Л), использованное нами при доказательстве теоремы 9 
(только в этом случае можно было сослаться на теорему 7'), не 
является суш,ественным. Именно, тригонометрическая систе¬ 
ма (55.2) полна в смысле среднего квадратичного во всем мно¬ 
жестве непрерывных на отрезке [-л, л] функций и, более того, 
можно показать, что она полна в смысле среднего квадратич¬ 
ного и во множестве всех интегрируемых (в собственном или 
несобственном смысле) функций с интегрируемым на отрезке 
[-Л, л] квадратом. 

Заметим, что тригонометрическая система (55.2) заведомо не 
полна во множестве всех непрерывных на отрезке [-л, л] функ¬ 
ций в смысле равномерного приближения, т. е. в смысле опреде¬ 
ления 11. Действительно, если функция / такова, что для любо¬ 
го е > О суіцествует такой тригонометрический полином Т^, что 

ІЯ-^) “ ^е(^)1 < -л < X < л, 

то из условия ГДл) = Т'Д-л) при е ^ О следует, что Я^) = К~т^)- 

При приближении функций в смысле среднего квадратич¬ 
ного тригонометрическими полиномами особую роль играют 
частичные суммы ряда Фурье приближаемой функции. В сле¬ 
дующем пункте будет показано, что частичная сумма п-го по- 
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рядка имеет наименьшее среднее квадратичное отклонение от 
данной функции по сравнению с любым тригонометрическим 
полиномом степени п. 

Наконец, можно показать, что если функция / рассмат¬ 
риваемого класса обладает интегрируемым квадратом на от¬ 
резке [-Л, л], то отклонение от нее в смысле среднего квадра¬ 
тичного ее частичных сумм Фурье стремится к нулю, 

когда п или, как говорят, функция / с интегрируемым 

квадратом является пределом в смысле среднего квадратично¬ 
го своих частичных сумм Фурье (см. об этом в п. 58.6). Все эти 
обстоятельства говорят в пользу изучения приближения 
функций в смысле среднего квадратичного отклонения. 

Аналогично теореме 9 доказывается следуюіцая теорема. 
ТЕОРЕМА 10. Система неотрицательных целых степеней 
X, т. е. система (55.47), полна в смысле среднего квадра¬ 
тичного приближения во множестве непрерывных на любом 
заданном отрезке функций. 

Доказательство. Пусть функция / непрерывна на неко¬ 
тором отрезке [а, Ь]. Тогда для каждого е > 0, согласно теоре¬ 
ме 8^ суш,ествует такой полином Р, что 

\/(х) - Р{х)\ < . ^ , а < X < Ь, 

уЬ — а 

откуда 

[[/(Х) - Р(х)]Чх <е.п 
V а 


55.9. Минимальное свойство сумм Фурье. 

Неравенство Бесселя и равенство Парсеваля 

В этом пункте мы рассмотрим ряды Фурье для интегрируе¬ 
мых функций, квадрат которых также интегрируем (здесь ин¬ 
тегрируемость понимается, вообіце говоря, в несобственном 
смысле) на отрезке [-л, л]. Суш;ественно заметить, что если 
функция / такова, что для нее суіцествует правильное разбие¬ 
ние отрезка [-л, л] (см. и. 55.1), и ее квадрат интегрируем 

на отрезке [-л, л], то из неравенства І/І < ^ следует, что 

функция |/| интегрируема на этом отрезке. Обратное, вообш;е 
говоря, неверно. Суш,ествуют положительные функции (на¬ 
пример, функция 1/^\х\), интегрируемые на отрезке [-л, л], 
квадрат которых, однако, уже не интегрируем на нем. 
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Таким образом, указанное множество функций с интегри¬ 
руемым на отрезке [-л, л] квадратом составляет собственное 
подмножество множества всех абсолютно интегрируемых на 
отрезке [-л, л] функций. 

Заметим, что аналогично вводится понятие функции с ин¬ 
тегрируемым квадратом и для любого конечного промежутка. 
ТЕОРЕМА 11. Пустъ квадрат функции / интегрируем на 
отрезке [-л, л]. Тогда если — ее сумма Фурье поряд¬ 

ка п, то 

I [/(X) - 8,(х)]Чх = тіп I [Дх) - Т^(х)]Чх, (55.61) 

-л: ^ п'' -п 

где минимум в правой части равенства берется по всем 
тригонометрическим многочленам степени не выше п. 

Если Нц, а^, Ъ^, п = 1, 2, ... , суть коэффициенты Фурье 
функции /, то справедливо неравенство 

СІП ОО 1 ^ 

і + Е Р{х)дх, (55.62) 

п — \ -ТС 

называемое неравенством Бесселя*. 

Доказательство. Пусть 

Ао п 

Т^^х) = -^ + Д-й С08 кх 4- 8ІП кх, 

^ к-1 

тогда, открывая квадратные скобки в выражении 

I [Дх) - Г„(х)]2сгх (55.63) 

-Я 

и используя лемму 1 из и. 55.1 (в частности, ортогональность 
тригонометрической системы), получим 

I [Дх) - ТЛх)Тдх = \ ГЧх)дх + п(^+ І + Б| V 

4 -ж у ^ к = 1 т 

-2-^1 Дх)(іх + Е I Я^) С 08 кхдх + | Дх) 8Іп кхдх = 

- -71 ^ 1 -Я -Я 

? „ С Ап п „ „Л га^Ап п П 

= 1 Пх)ах + ті[^ + і: А| +Б| -2л і: + = 

= 1 р{х)дх + л Г^° ^ (А^-а^)^ + 

+ (Б,-5,)2І-лГ| + І а| +Ь|1. (55.64) 

А і ^ к = 1 А 

* Ф. Бессель (1784—1846) — немецкий астроном и математик. 
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Из полученного выражения видно, что величина (55.63) при¬ 
нимает наименьпіее значение, когда Ад = Нд, = а^, = Ь/^, 

к = 1, 2, , т. е. тогда, когда Т^^x) является суммой Фурье 5„(л:) 

порядка п функции /. Первое утверждение теоремы доказано. 
Если Т^(х) = 8^(х) — сумма Фурье порядка п, то из (55.64) 


следует, что 

I [/(^) “ 8^,х)'\^‘(іх = I р(х)(іх - л 


2 


+ Е 

/г = 1 


«I + К 


(55.65) 


откуда 


I р{х)(іх - л 

-Я 



> 0 . 


Это неравенство справедливо при любом натуральном п. Пере¬ 
ходя в нем к пределу при га ^ оо, получим неравенство 


I Р(х)(іх 

-Я 



+ Ё + Ь! 

к=1 


> 0 , 


очевидно, равносильное неравенству (55.62). □ 

Из неравенства Бесселя следует, что для функции с интег¬ 
рируемым квадратом ряд 



сходится. Общий член сходящегося ряда стремится к нулю, 
поэтому в рассматриваемом случае Іін^ = 0. 

Таким образом, мы еще раз установили стремление к нулю 
коэффициентов Фурье (см. п. 55.2), однако на этот раз для бо¬ 
лее узкого (как это отмечалось в начале этого пункта) класса 
функций, чем раньпіе, а именно для класса функций с интег¬ 
рируемым квадратом. 

В п. 60.6 будет показано, что на самом деле соотношение 
(55.62) справедливо со знаком равенства. Здесь мы 
докажем этот факт лишь для случая, когда функция / непре¬ 
рывна и 2л-периодична. 


ТЕОРЕМА 12. Пустъ / непрерывна на отрезке [-д, л], /(-д) = 
= /(д) га Нд, а„, га = 1, 2, ... , — ее коэффициенты Фурье. Тог¬ 
да справедливо равенство 

\ I ^\х)ах = у + Ё «« + > 

-Я П - 1 

называемое равенством Парсеваля*. 


* М. Парсеваль (1755—1836) — французский математик. 
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Доказательство. Для каждого е > О, в силу полноты в 
смысле среднего квадратичного приближения системы, триго¬ 
нометрических функций (55.2) в классе непрерывных функ¬ 
ций, принимаюіцих одинаковые значения на концах отрезка 
[-7Г, л], для функции / существует тригонометрический поли¬ 
ном Т{х) некоторого порядка к такой, что 

\\[Пх)-Пх)-\Чх<г. (55.66) 

-Л 

Согласно же теореме 11 (см. (55.61)), для суммы Фурье 
5;;(л;) того же порядка к выполняется неравенство 

I [Я^) “ 8|^і,x)']^•сіx < I [/(х) - Т^хУІ^-Лх. 

-Л -Л 

Отсюда и из формул (55.65) и (55.66) получим 

і I р{х)(іх - Гу + Ё а2 + Ь2 1 < 

I + І аі+ъі = 

= I I Шх) - 8,(х)]Чх < I I [/(X) - Г(х)]2 < е. 

-Л -л 

Поскольку это неравенство справедливо при любом е > О, его 
левая часть равна нулю. □ 

СЛЕДСТВИЕ. Если выполнены предположения теоремы, то 
Ит [ [Дх) - 5„(х)]2(іх = 0. 

-л 

Действительно, в силу теоремы 12, при п ^ оо правая 
часть равенства (55.65) стремится к нулю. □ 

55.10. Характер сходимости рядов Фурье. 

Почленное дифференцирование рядов Фурье 

Изучим связь рядов Фурье функции и ее производной. 
ТЕОРЕМА 13. Пустъ функция / непрерывна на отрезке 
[-Л, л], Д-л) = Дл) и пустъ 

/(^) ~ "о" + Е С08 ПХ + Ь 8ІП ПХ. 

Если функция / кусочно-непрерывно дифференцируема на 
отрезке [-л, л] {см. определение 1 в п. 26.2), то 

Г(х) ~ 52 ^08 пх, 

Л = 1 
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т. е. ряд Фурье производной получается из ряда Фурье самой 
функции формальным почленным дифференцированием*. 

Доказательство. Пусть 


оо 

/ ~ "Т + У" Рп 

^ п-1 

Тогда, замечая, что /(тг) = /(“Тг), и интегрируя по частям, полу¬ 
чим: 


«о = ^ I = I [/(л) - /(-л)] = о. 


а 


- [ /'(^) С08 піді = - Я^) С08 пі + - \ Кі) 8ІП піді = пЪ^^, 
тс тс л *' 


(3 = - [ /'(^) 8ІП пійі = /(^) 8ІП пі - - г /(^) С 08 пЫі = -па , 
тс тс 

ТЕ ТЕ ТЕ 

п = 1,2, ... . □ 


Перейдем к изучению скорости сходимости ряда Фурье в 
зависимости от гладкости функций. Предварительно докажем 
лемму. 

ЛЕММА 7. Пусть функция / имеет на отрезке [-л, л] непре¬ 
рывные производные до порядка к — 1 включительно и кусоч¬ 
но-непрерывную производную порядка к (к Р 1)**, причем 

/•0)(-л) =/(%), у = О, 1, ... ,/г - 1, 

тогда коэффициенты Фурье функции / удовлетворяют нера¬ 
венствам 




П = 1,2,... 


где е^> О и ряд ^ сходится. 
/ 1=1 


* При этом без каких-либо предположений о сходимости ряда Фурье 
производной. 

**Мы говорим, что некоторая функция имеет кусочно-непрерывную 
производную на данном отрезке, если эта функция является кусочно-не¬ 
прерывно дифференцируемой функцией на указанном отрезке (см. опре¬ 
деление 1 в п. 26.2). Тем самым если функция имеет кусочно-непрерыв¬ 
ную производную на каком-то отрезке, то может случиться, что в конеч¬ 
ном числе точек этого отрезка она вовсе не имеет производной. 
Например, функция /(х) = |х| на отрезке [-1, 1] имеет кусочно-непре¬ 
рывную производную, а в точке х = О не имеет производной. 
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Доказательство. Применяя последовательно теорему 13 
к раз, получим 



/■<**(х) ~ Е + Рп 


где либо 

Л = 1 



а„ = +п*а„> = 

(55.67) 

либо 

«я = ±«Ч- Ря = ±'г*а„, 

(55.68) 

причем, по неравенству Бесселя, 



1 а2 + |32 < 1 1 [Г0^){х)]Чх. 

Л — 1 —тс 

(55.69) 

оо 


Положим е„ = + (3^. В силу неравенства (55.69), ряд 

П = 1 


СХОДИТСЯ. 

Если справедливо (55.67), то 


“п| < + Ря 


Аналогично 


= < 


к = 1,2, 


Подобным же образом эта оценка получается и в случае 

(55.68). □ 

ТЕОРЕМА 14. Пустъ функция / имеет на отрезке [-д, л] 
непрерывные производные до порядка к - 1 включительно и 
кусочно-непрерывную производную порядка к (к ^ 1), причем 
/(^)(“7г) = і = О, 1, ... , к - 1. Тогда ряд Фурье функции / 

равномерно и абсолютно на всем отрезке [—л, л] сходится к 
самой функции / и 

|/(х)-5„(л:; /)| < 

где Ііп^ Лп ^ ^ — числовая последовательность), а 

8^(х; /) — сумма Фурье порядка п функции /. 

Таким образом, можно сказать, что на отрезке [-л, л] рав¬ 
номерно выполняется оценка 

Ял:) - 5„(л:; /) = о(/г-* + ). 

Предварительно заметим, что если {и^ и {ѵ^ — последова¬ 
тельности неотрицательных чисел таких, что 

^ и2 < -Ьоо и ^ і ;2 < + 00 , 

П = 1 П = 1 

ТО 

со I оо I оо 

(55.70) 


л = 1 


л = 1 


л = 1 
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Действительно, это неравенство сразу получается предель¬ 
ным переходом из неравенства Коши—Шварца 

Е “Л < л/ Е иі I ^ при ЛГ ^ оо (см. пн. 30.8* и 35.1). 

п=1 ^га=1 '^71 = 1 

Отметим, что неравенство (55.70) является частным случаем 
неравенства (30.33) из п. 30.8* при р = д = 2. 
Доказательство теоремы 14. Пусть 

оо 

С08 тх -Ь зіп тх, (55.71) 

^ т = 1 


8^(х; /) = -^ + 52 

^ т = 1 

По лемме 7, 

КІ<^. (55.72) 

где таковы, что сходится ряд 

оо 

Е 4. (55.73) 

т = 1 

Применяя неравенства (55.70) и (55.72), оценим остаток 
г„(х) ряда (55.71): 


к „(^)1 = 


у С08 тх + 8Іп тх 

ішЫ Ш Ш 

т = п + 1 


со . 1.1 

< Е 1«,п1 + К\ < 

т = п + 1 


< 2 


< 2 


т = Л + 1 




(55.74) 


Положим 


оо 



т = л + 1 


е 


2 

т • 


В силу сходимости ряда (55.73), имеем 

Ііт х„ = 0. 

СО 71 

Далее заметим, что на отрезке [т — 1, т] 
выполняется неравенство 

^ (рис. 7), 

1 ^ (ІХ 

следовательно, —< | . Поэтому 

лг - 1 

оо 1 оо ^ г1 -ѵ 

У — < у г — < 

гг)2к I 

лг=л+1^'^ лг = л + 1 

7Л - 1 

< — = 1 


(55.75) 
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Таким образом, из (55.74) вытекает оценка 


<2 


1 


Положим, наконец, = 


2к 1 і 
2 


в силу 


Ѵ2А - 1 ^ 

Ііт = 0. Поэтому из неравенства (55.76) имеем 


к „(^)1 < 




1/2 


= О 


тк- 1/2 


, п = 1, 2, ... , 


(55.76) 

(55.75), 


при этом бесконечно малая гі,^ не зависит от точки х. 

Согласно следствию 4 из теоремы 4 п. 55.4, ряд (55.71) схо¬ 
дится к функции /(х); следовательно, г^(х) = /(х) - 8^(х, /) и, 
таким образом, равномерная сходимость ряда Фурье с указан¬ 
ной оценкой доказана. 

Его абсолютная сходимость также доказана, так как в про¬ 
цессе доказательства мы получили оценку (см. (55.74)) 

Ё 1«т1 + кті < 

т = п + 1 


из которой следует, что ряд Фурье функции / не только абсо¬ 
лютно сходится, но и что ряд, составленный из абсолютных 

величин его членов, и даже, более того, ряд ^ \а^\ + схо- 

т = 1 

дится с той же «скоростью» □ 

Теорема 14 показывает, что чем глаже функция /, т. е. чем 
больше она имеет производных, тем быстрее сходится к ней ее 
ряд Фурье. При этом неравенство (53.76) дает возможность 
оценивать погрешность, получаюш,уюся при замене ряда 
Фурье его п-частичной суммой. Из этой теоремы следует, в ча¬ 
стности при к = 1, что ряд Фурье всякой периодической пери¬ 
ода 2л непрерывной и кусочно-непрерывно дифференцируе¬ 
мой функции (см. п. 26.2) равномерно на всем периоде сходит¬ 
ся к самой функции. 

УПРАЖНЕНИЯ. 8. Будет ли ряд Фурье функции /(ж) = |ж|, -л < ж < л, 
сходиться равномерно? Будет ли равномерно сходиться ряд, получен¬ 
ный почленным дифференцированием ряда Фурье этой функции? 

9. Показать, что ряд Фурье непрерывной периодической кусочно-линей¬ 
ной функции (определение кусочно-линейной функции см. в упражне¬ 
нии в п. 6.4) сходится к ней равномерно. 

10. Используя результат предыдущего упражнения и результат упражнения 
из п. 6.4, доказать теорему 7 из п. 55.7 о равномерной аппроксимации не¬ 
прерывных периодических функций тригонометрическими полиномами. 
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55.11. Почленное интегрирование рядов Фурье 


В этом пункте покажем, что ряды Фурье можно почленно ин¬ 
тегрировать. 

ТЕОРЕМА 15. Пустъ / — непрерывная на отрезке [-д, л] 
функция и 

- 5 - + у а^соз пх + Ь^віп пх (55.77) 

— ее ряд Фурье. Тогда 

/ / а^йх оо * 

] /{х)дх = ] - 1 - ^ ] {а^ С08 пх + він пх)дх = 

о о " ” 1 о 

аЛ оо а„ Ъ„ 

=- 5 -+ У — 8 ІП -I— (1-со8гаі) (55.78) 

2 „■^1 л 

и ряд, стоящий справа, сходится равномерно. 

Отметим, что утверждение о сходимости (и даже равномер¬ 
ной) ряда (55.78) имеет место без каких-либо предположений 
о сходимости исходного ряда (55.77). 

Доказательство. Рассмотрим функцию 

Р{і) = \ Кх)дх-‘^. (55.79) 

о 

Она непрерывна на отрезке [-л, л], имеет на этом отрезке не- 
прерывную производную Р (і) = ДО —^ и 

Р(л) - Р(-л) = I ^{х)дх - лно = 0. 

-71 

Поэтому, в силу теоремы 14, ее ряд Фурье сходится к ней, и 
притом равномерно. Обозначим ее коэффициенты Фурье через 
А^, В^, п = 1, 2, ... . Тогда, в силу сказанного. 


Лп оо 

Р(І) = -^ + X. 


(55.80) 


Найдем коэффициенты этого ряда. Интегрируя по частям, 
получим 

^ I Р(і) С08 піді = 


= 1 _Р'(^)®™ 
л п 


— ] Я^)-у вшпШі =-—, п = 1, 2, ... . 


Аналогично В„ = —, п = 1, 2, ... . 
"■п 
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Чтобы найти Ац, положим в (55.80) і = 0. Тогда, заметив, 
что -^(О) = О, получим 


Итак, 


Ап оо Ап ОО Ь„ 

у + Е ^„ = 0 , откуда у = Е ^ 

^л=1 ^ п=1 ^ 


т 


оо а„ Ь„ 

У — 8ІП ПІ -(1 - С08 ПІ). 


Отсюда и из (55.79) и следует формула (55.78); равномер¬ 
ная же сходимость ряда (55.65) следует из равномерной схо¬ 
димости ряда (55.80). □ 


Задача 2. Доказать, что сходящийся тригонометрический ряд 


Ё 


зіп пх 
1п п 


п = 2 

функции. 


не является рядом Фурье никакой абсолютно интегрируемой 


7Г 

Отметим, что если | /(х)ёх = 0 и, следовательно, Нц = 0, то в 

результате почленного интегрирования ряда Фурье функции / 
снова получается ряд Фурье некоторой первообразной Р функ¬ 
ции /, а именно, как следует из доказанного, первообразной 


Р(х) = I 

о 

Для любой первообразной Ф непрерывной на отрезке [-л, л] 
функции / справедлива формула Ньютона—Лейбница 


Ф(л) - Ф(-л) = I /(х)(іх, 

-К 

71 

поэтому условие | ^{х)йх = 0 равносильно тому, что все перво- 

-Я 

образные функции / принимают на концах отрезка [-л, л] оди¬ 
наковые значения. 

Рассмотрим более подробно вопрос о первообразных функ¬ 
ции / в этом случае. Пусть функция / непрерывна на отрезке 

Я 

[-Л, л] и I ^{х)(1х = 0; следовательно, 

^ со 

^ С 08 пх + 8ІП пх. (55.81) 

И = 1 

Если Ф — какая-либо первообразная функции /, то так как 

І 

она отличается от функции Р{і) = | /(х)(іх лишь на постоян- 

0 

ную, то ее ряд Фурье отличается от ряда Фурье функции толь¬ 
ко на постоянную. Согласно доказанному, 

°° Ъ„ °° а„ Ъ„ 

Р(І) У-1" Е ~ -С08 ПІ. 

^ ^ ( 55 . 78 ) п П П 
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Следовательно, ряд Фурье функции Ф имеет вид 



“л . "л 

— 81П ПІ -С08 ПІ, 

П П 


т. е. получается формальным интегрированием (в смысле 
неопределенного интеграла) из ряда (55.81), причем так как 
Ф(-л) = Ф(л) и производная Ф'(л:) = /(х) непрерывна на отрезке 
[-Л, л], то 

оо а„ Ь„ 

Ф(0 = С + 52 — 8ІП ПІ -С08 ПІ, -Л < ^ < Л. (55.82) 

п-\ ^ ^ 

Для определения постоянной с в этом равенстве выбирают 
какое-либо значение і, при котором удается найти сумму стоя¬ 
щего в правой части равенства (55.82) ряда. 

Теоремы о почленном дифференцировании и почленном 
интегрировании рядов Фурье помогают находить разложение 
в ряд Фурье функции, если известно разложение в ряд Фурье 
ее первообразной или производной. 


Пример. Разложим в ряд Фурье периодическую функцию 


Дх) = 1п (1 -Ь 2г С08 X -Ь г^), |г| <1. 

Так как при |г| < 1 справедливо неравенство (см. (55.37)) 
1 -Ь 2г С 08 X 4- > О, то функция непрерывна на всей действи¬ 

тельной оси и, следовательно, у нее существует ряд Фурье. 
Производная функции / 


(1п (1 -Ь 2г С08 X -Ь г^)Ух 


2г8ІП X 

1 + 2г соз X + 


также является непрерывной на всей действительной оси 
функцией и для нее нам уже известно ее разложение в ряд 
Фурье (см. (55.41)): 

(1п (1 -Ь 2г С08 X -Ь Г^))2 =-2 52 (“1)"^ 8ІП пх. 

п = 1 

Отсюда, согласно теореме 15, следует, что 


1п (1-Ь 2г С 08 X-I-г^) = 2 52 (“1)" ^—С08ПХ + С. 

л = 1 

Положив X = о, получим 

оо у^п 

1п(1 + г) = 2 52 +С, 

л = 1 “ 

откуда, согласно разложению логарифма в ряд Тейлора при 
|г| < 1, имеем С = 0. 

Таким образом, мы получили разложение 


1п (1 -Ь 2г С08 X -Ь г^) = 2 52 (“1)" С08 пх, |г| < 1. (55.83) 

л - 1 ^ 
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Заметим, что эта формула справедлива и при г = 1, если толь¬ 
ко л: 5^ (2п -Ь 1) ^ , п = О, +1, +2, ... , так как 

1п (1 -Ь 2г С08 X + 1 ^ 2(1 + С08 х) = 2 1п 2 |со8 (х/2)|, 

а для этой функции было получено раньше разложение (см. 
(55.35)), совпадаюп];ее с (55.83) при г = 1. 

В случае г = — 1 ряд, стояш;ий в правой части формулы 
(55.83), расходится при х = 0. 


55.12. Ряды Фурье в случае произвольного интервала 

Теория тригонометрических рядов Фурье 2л-периодических 
функций легко переносится и на случай периодических функ¬ 
ций с любым периодом 21. Для этого достаточно отрезок [—/, /] 
отобразить на [—л, л] с помош;ью линейного отображения: 


г/ = у X, -I < X ^ I, -л < I/ < л, 

тогда вопрос сведется к уже рассмотренному случаю. Рядом 
Фурье функции / с периодом 21 по исходной переменной х на¬ 
зывается ряд 


^ плх , , . ппх 

-2 + “я С08 — + 81П — , 


где 


I 


I 


“о = 7 I = у I Я^) С08 ^ ді. 


^71 = 7 I Я^) 8ІП ^ді,п = 1, 2, 


В частности, если функция / четная, то 


ппх 


Кх) ~ у + Е а„ С08 -р , 


где 


а„ = у I Я^) С 08 ^ ді, /г = о, 1, 2, 


а если функция / — нечетная, то 


Я0~ Ё Ь„8ІП 


ппх 


где 


^я = 7 I ЯО 8ІП ^ п=1,2, .... 
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55.13. Комплексная запись рядов Фурье 


В заключение отметим еще так называемую комплексную за¬ 
пись рядов Фурье, часто используемую в математике и ее при¬ 
ложениях. Пусть 


оо 

Кі) ~ "о" + и СОВ /гл: -Ь віп пх. 

(55.84) 

Как известно (см. п. 33.6), 


сов /гх = ^ (е"” + 

(55.85) 

віп /гх = ^ = І 

(55.86) 


Подставив (55.85) и (55.86) в (55.84), получим 


а л оо 1 .1 . 

Кх) ~ -2 + 2 + 2 б 

Полагая 

Со = ? ’ с„ = і (а„ - Ь„і), с_„ = ^ (а„ + Ъ^і), 

имеем 

/(л:)~ 52 (55.87) 

п = -оо 

где, очевидно, с_„ = с„, п = 1, 2, ... . Вспомнив, что сова + 
+ і 8ІП а = е-'“ (см. п. 37.6), будем иметь 
1 1 “ 

с„ = 2 (о„ “ Ь^) = ^ I /(^) (сов пх - і віп пх)(1х = 

-п 

-ТС 

С-„ = ^ («„ + Ь^) = ^ I /(л:) е“*сгл:, д = 1, 2, ... , 

-ТС 

или, объединив обе формулы и добавив случай /г = О, 

с„ = ^ I /(х) п = О,+1,+2, ... . (55.88) 

-ТС 

Подставив (55.88) в (55.87), получим 

Ях)~^ Г (55.89) 

„ = -00 4 

* Определение интеграла от комплекснозначной функции действи¬ 
тельного аргумента см. в п. 54.6. 
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Итак, мы записали ряд Фурье в комплексной форме и на¬ 
шли соответствуюп];ие выражения для его коэффициентов. Тре¬ 
бует разъяснения лишь понятие сходимости ряда вида (55.87). 
Частичной суммой порядка п ряда 

-|-со 

І (55.90) 

п = -оо 

называется сумма (55.89) называется сходя- 

ш,имся, если суш;ествует 5 = Іін^ при этом 5 называют 
суммой ряда и пишут 5 = ^ 

п = -оо 

55.14. Разложение логарифма 
в степенной ряд в комплексной области 

С помош;ью разложений в ряды Фурье функций 1н (1 -Ь 2г соз х + 
+ г^) и агсі;^ 1 '+тоГф ^ (55.42)) можно получить 

разложение функции 1н(І4-2), | 2 | < 1,25^-1,в степенной ряд 
в комплексной области, которое было приведено в п. 33.6 без 
доказательства: 

1н(1+ 2 )= ^ (-1)" 1-, \г\<1,г^-1. (55.91) 

л - 1 ” 

Действительно, в п. 33.6 было показано, что из определения 
логарифма как функции, обратной показательной функции е^, 
следует, что при условии | 2 | < 1, 2 —1, имеет место равенство 

1п (1 -Ь 2 ) = 1п 11 + 2 :| + і аг^ (1 -Ь г), (55.92) 

где -п < аг§ (1 -Ь 2 ) < п. 

Ясно, что все точки 1 -Ь 2 лежат в правой полуплоскости 
комплексной плоскости и 2 -Ь 1 5^ о, поэтому значение аг^ (1-1-2) 

находится в интервале (-л/2, л/2) 
(рис. 8), т. е. 

аг§ (1-Ь 2) = агсіё (55.93) 

если 1 + 2 = X + іу. 

Положим 

2 = ге*‘Р = г(со8 ф-Ь і зіп ф); (55.94) 

тогда из условий | 2 | < 1, 2^-1 следу¬ 
ет, что о < г < 1, причем если г = 1, то 
ф ^ (2т + 1)л, т = о, +1, +2, ... . 



Рис. 8 
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Заметив, что 


11 + г(со8 ф + і 8ІП ф)| = Ѵі + 2 гсо 8 ф + (55.95) 


и что 


г 81 П ф 


аг§ (1 + Г(С08 Ф + і8ІП Ф)) агсѣё ^ ^ 

из (55.92) получим 

1п(1 + 2 ) Іи |1 + Г(С08 ф + І 8ІП ф)| + 

(о5.У^) 


, (55.96) 


+ І аг^ (1 + г(С08 ф + І 8ІП ф)) у Іи (1 + 2г С08 ф + г^) + 


(55.95) , 2 

(55.96) 


+ ^аГСІё і;7,^% (55=42 ),„і:^ + 

(55.83) 


+ і У (“1)" 8ІП пф = У (-1)" (со8 гаф + і 8ІП гаф) 

п-1 ” п-1 ” 

со 

(55=94) 


СО ^ г'/уіФЛП со 

= У = у (-і)п-і5- 

^ ’ П (55.94) „■е, ^ ’ П 


Формула (55.91) доказана. 


55.15. Суммирование тригонометрических рядов 

До сих пор мы для заданной функции находили ее разложе¬ 
ние в тригонометрический ряд — ряд Фурье. Рассмотрим те¬ 
перь обратную задачу: найти сумму заданного тригонометри¬ 
ческого ряда. Иногда это удается сделать, сведя заданный 
тригонометрический ряд к степенному, сумма которого уже 
известна. Идея этого метода состоит в следуюіцем: если ряды 

Ро + И р^созпх, у р^зіппх (55.97) 

Л = 1 Л = 1 

сходятся на отрезке [-л, л], кроме, быть может, конечного мно¬ 
жества точек, то тем же свойством обладает и степенной ряд 

Ро+ Ё РпСовпх + і у р^8Іппх=Ро+ У р^ 2 '^, (55.98) 

Л=1 Л=1 Л=1 

2 = С08 X + І 8 ІН X = 

Из того, что этот ряд сходится в некоторых точках единич¬ 
ной окружности І^І = 1, следует, в силу первой теоремы Абе¬ 
ля, что он сходится в открытом круге | 2 | < 1 (см. п. 37.1), а по¬ 
этому его сумма 

/(2) =/(ге“) =Ро + И 2 = ге“, (55.99) 

Л = 1 

при І 2 І = г < 1 является аналитической функцией. 


59 



Для тех точек х е [-л, л], в которых ряды (55.97) сходятся, 
положим 

ОО оо 

и(х) ^ Ро+ X, Рп^^овпх, ѵ(х) = р^віппх. (55.100) 

п = 1 п = 1 

Согласно второй теореме Абеля, для указанных х ряд (55.99) 
равномерно сходится при 0 < г < 1, и, следовательно, функция 
о < г < 1, как функция переменного г непрерывно продол¬ 
жаема на весь отрезок [0, 1], т. е. для нее суіцествует предел 

Ит обозначив этот предел Яб“), получим 

1-0 

и(х) + іѵіх) = Р(^ + ^ р^е^'^^ = Ит /(ге“) =/(е“). (55.101) 

л- 1 1-0 

Когда удается найти функцию / в явном виде, т. е. выра¬ 
зить ее через элементарные функции, и вычислить ее значе¬ 
ние, стояіцее в правой части равенства (55.101), то тем самым 
удается найти и суммы рядов (55.100). Действительно, суммой 
первого ряда является действительная часть правой части ра¬ 
венства (55.101), а суммой второго ряда — его мнимая часть. 

Пример. Найдем сумму ряда 

У 25^. (55.102) 

п = 1 

Этот ряд сходится для всех х ^ 2лт и расходится при х = 
= 2лт, т = о, +1, +2, ... (см. (30.88) в п. 30.13). Все его члены, 
а следовательно, и его сумма — периодические периода 2л 
функции, поэтому достаточно сумму ряда (55.102) найти толь¬ 
ко для X е (0, 2л). 

Наряду с рядом (55.102) рассмотрим ряд 


81П ПХ 


(55.103) 


Этот ряд сходится на всей числовой оси (см. (30.87) в и. 30.13). 
В данном случае для функции (55.99) имеем 


^ СОЗ ПХ , . 81П ПХ ^ 

А^) = У —— + 1 У —— = У 


л = 1 


(С08 ПХ + І 8ІП ПХ) = 


= я (55=91) -1^(1 - 2) = 1п , N1 < 1. 

Следовательно, обозначая сумму ряда (55.102) через и(х), а 
сумму ряда (55.103) через ѵ{х), при г = получим 


и{х) -Ь іѵ(х) = 1п -7-, о < X < 2л. 

1 — 


(55.104) 
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Заметив, что = сов х + і віп х, преобразуем выражение, 
стоящее под знаком логарифма, следующим образом: 

1 ^_ 1 _ ^_ 1 _ ^ 

1 - е“ (1 - С08 х) - І8ІП X 28Іп2 (х/2) - 2і8Іп (ж/2)со8 (х/2) 


^ 1 _ 1 _^ 

28ІП (х/2)8ІП (х/ 2) - ІС08 (х/2) 

= 28Іп|х/2) (^^^ (^/2) + ' = 


= 2зіп (х/2) ^ (55.105) 


Из неравенства 0 < х < 2л следует, во-первых, что 0 < х/2 < л, 
а поэтому 8ІП х/2 > 0, и, во-вторых, что -л/2 < л/2 - х/2 < л/2, 
следовательно, 


1 

1 - е‘* 


1 

28ІП (х/2) ’ 


Таким образом. 


агё 



0<х<2л. (55.106) 




н(х) -Ь ш(х) -1п 2 8ІП (х/2) -Ь . 

Отсюда сразу находится сумма ряда (55.102): 

^ со^ пх ^ ^ (х/2), X 5^ 2лт, т = 0, +1, +2, ... . 

п-1 ^ 

Заодно мы доказали, что У = ѵ(х) = ^ , 0 < х < 2л. 

п-1 ^ ^ 

Это разложение было получено ранее другим способом (см. 
(55.30)). 


1п 


1 - е^ 


= 1п 


1 - е‘ 


-Ь і агё 


1 - е'* 


Из (55.105) и (55.106) имеем 


§56 

Интеграл Фурье и преобразование Фурье 

56.1. Представление функций в виде интеграла Фурье 

Пусть функция / абсолютно интегрируема на всей действитель¬ 
ной оси. Напишем для нее интеграл, соответствующий в опре¬ 
деленном смысле ряду Фурье, в котором суммирование по ин¬ 
дексу п заменено интегрированием по некоторому параметру: 

I [а(г/) С08 XI/-Ь Ь(г/) 8 ІП ху](іу, (56.1) 

о 
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где 


(56.2) 


1 +00 

а(у) = - I /(О С 08 уЫі, 

—со 
1 со 

Ь(г/)=- I Кі)ё,шуі<іІ. (56.3) 

—со 

Формулы (56.2) и (56.3) напоминают формулы для коэф¬ 
фициентов Фурье. 

Определение 1. Интеграл (56.1) называется интегралом 
Фурье функции /. 

Подставляя (56.2) и (56.3) в интеграл (56.1), преобразуем 
его следуюш,им образом: 

[ [а{у) С08 Ху 4- Ъ{у) 8 ІП Ху](Іу = - \ (ІУ \ /(І)(С08 Іу С08 ху + 

О о 

+ 8 ІП Іу 8 ІН ху)(И = - I (Іу I /(і) С08 у{х - І)(ІІ. (56.4) 

Подобно тому, как сумма ряда Фурье функции при опреде¬ 
ленных условиях равна самой функции, интеграл Фурье так¬ 
же представляет исходную функцию. Прежде чем это доказы¬ 
вать, докажем два вспомогательных утверждения. 

ЛЕММА А. Для любой функции /, абсолютно интегрируемой 
на конечном или бесконечном промежутке с концами а и Ь, 
-оо < а < б < 4 - 00 ^ и для любого е > О существует такая фи¬ 
нитная непрерывная функция §, что 

ь 

^ \Дх) - §{х)\дх < г, 8ирр ^(х) (а, Ь). (56.5) 

а 

Доказательство. Нам уже известно (см. лемму 2 в 
п. 55.2), что для любой функции /, указанной в формулировке 
леммы, и для любого е > О суіцествует такая ступенчатая 
функция ф, что 

ь 

I |/(^) “ ф(^)|<^^ < 8иррфс(а, Ь). (56.6) 

а 

Как всякая ступенчатая функция, она является конечной ли¬ 
нейной комбинацией характеристических функций полуин¬ 
тервалов гі^), при этом [^, Г]] (а, Ь), і = 1, 2, ... , п: 

ф(л:)= ^ Я,;Х;(х), (56.7) 

где Л; — числа. 
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Поэтому если мы докажем, что для каждой функции су¬ 
ществуют такие непрерывные финитные функции что 


и 


то, положив 




I 


знрр ёі <= Лі) с («7 Ь) 

(56.8) 

|хДх)-§-Дх) <е, і=1,2, ...,п. 

(56.9) 

ГІРІ' п 

§{х) - XI 

і = 1 

(56.10) 

сіві' п 

^ = Е 

і = 1 

(56.11) 


будем иметь 

ъ 

\ |ф(л:) - §-(х)|сгл: 

а 


«л 


(56.7) 

(56Л0) 


Е 

і = 1 


к 



< ,Ё I .Е І^ІІ ( 56 Л 1 )^^- (56.12) 

Из неравенств (56.6) и (56.12) следует, что 

I \Ах) - ё{х)\(іх = I \Шх) - ф(х)] -Ь [ф(х) - ё{х)'\\(іх < 

а а 

< [ ІЯ^) “ + [ |[ф(^) “ < (Я -ь 1)е. (56.13) 

а а (56.6), 

(56.12) 


Кроме того, из соотношений (56.8) и (56.10) вытекает, что 

зирр §■<= (а, Ь). (56.14) 


В силу произвольности числа е > 0, условия (56.13) и 
(56.14) равносильны условиям (56.5). 

Итак, достаточно доказать утверждение леммы для харак¬ 
теристических функций конечных полуинтервалов. 

Пусть е > о, X — характеристическая функция полуинтер¬ 
вала [^, р), -оо < а <^<Л < Ь ^ 4 - 00 , Рассмотрим непрерывную 
на всей числовой оси функцию §'(л:), гра¬ 
фик которой изображен на рис. 9: 


§(х) = < 


О, 

(х - ^)/8, 

1 , 

(г\ - х)/Ь, 


если 

если 

если 

если 


X < ^ или X >г\, 
^ < X < ^ -Ь 8, 
^-ь8<х<гі-8, 

Г] - 8 < X < Г]. 



о 


^ ^+3 


т|-5 г| 


X 


Рис. 9 
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Для этой функции 


8иррё-с(^,гі), (56.15) 

т. е. функция § — финитная с носителем в интервале (^, р) и 
для всех X е і? выполняется неравенство 


О < Х(х) -^(х) < 1. 

Выберем 8 > О так, чтобы 

тогда получим 


(56.16) 

(56.17) 


I (56=15) 


Л 

I \хіх) - §{х)\(іх = 


і, 


I 




(Х(л:) - §{х))(1х + 


+ [ (х(^) “ §(х)) ^ \ (1х + \ (іх = 2Ъ < е. 

Ѵ-8 (56.16) ( (56Л7) 

Лемма доказана. □ 

ЛЕММА 2. Если функция /(х) абсолютно интегрируема на 
всей числовой оси, а функция ф(х, у) непрерывна и ограниче¬ 
на в полосе 


и = {{х,у): -оо<х<-\-оо, с < г/< (і}, -оо < с < <і <+оо, 


то: 

+СО 

1) интеграл | Дх) ф (х, у)(іх является непрерывной на 
отрезке [с, (Е\ функцией параметра у, 

2) \ \ /(л:) ф(х, у)(іх = I /(х)<іх I ф{х,у)(іу. (56.18) 

С -оо -оо с 

Доказательство. Покажем непрерывность интеграла 

Ф(у)^= I Ах)Ч>(^,у)(іх, (56.19) 

—оо 

зависящего от параметра г/ е [с, <і\. Зададим произвольно е > 0. 
В силу ограниченности функции ф(х, у), в полосе П существу¬ 
ет такая постоянная М > 0, что для всех (х, г/) е П выполняет¬ 
ся неравенство 

|ф(х,і/)|<М (56.20) 

и, следовательно, 

|Ях)ф(х,і/)|<М|Ях)|. (56.21) 

Согласно условию леммы, функция ^{х) абсолютно интег¬ 
рируема на всей числовой оси, поэтому, во-первых, существу¬ 
ет такое число > 0, что выполняется неравенство 

I \Кх)\с1х<^, (56.22) 

\ х \ > 11, 
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и, во-вторых, из неравенства (56.21), в силу признака Вей- 
ерштрасса равномерной сходимости интегралов следует, что 
интеграл (56.19) равномерно сходится на отрезке [с, <і\, отсю¬ 
да, в частности, явствует, что функция Ф(і/) определена на от¬ 
резке [с, (Ц. 

Функция ф {х, у), будучи непрерывной функцией на конеч¬ 
ном прямоугольнике 

{(х, у)\ < X < -г\^, с<у<а}, 

равномерно непрерывна на нем. Поэтому суіцествует такое 8^ > О, 
что для всех 8, удовлетворяющих неравенству 

О < 8 < 8^, 

будет выполняться неравенство 


со(8;ф)<^,^^-, (56.23) 

3 I |/(х)|йх 

— оо 

где со(8; ф) — модуль непрерывности функции ф на пря¬ 
моугольнике П^. Зафиксируем какое-либо 8 > О, удовлетво¬ 
ряющее условию (56.23). Теперь при произвольно выбранных 
у 6 [с, у + Ау е [с, (Ц, лишь бы выполнялось условие 


будем иметь 

|Ф(у + Ау)-Ф(у)| 


|Ау| <8, 


(56.24) 


< 

(56Л9) 


-|-СО 

I 


— СО 


\/(х)[Ц){х, у+ Ау)- Ф(х, у)]\(1х = 


= 1 \Кх)\Ых, у + Ау) - (^(х, у)\(іх + 

“Л, 

+ I \Ах)\\(?(х, у + Ау) - (^(Х, у)\(іх < 

к1 ^ Л. 

Л. 

< со(8; Ф) I \^'(х)\с1х+ I |/(х)|[|ф(х, у-Ь Ау)|-Ь |ф(х, у)|]сгх = 

“Ле |д:| ^ 


Л,- 

= со(8; ф) I \і'(х)\(іх + I |/(х)ф(х, у-Ь Ау)|с?х-Ь 

“Ле \х\ > Г|^ 

-ь [ |/(х)ф(х, у)|(іх < е/3-ь е/3-ь е/3 = е. 

^ і;ѵ /тѵ > »/| (56.24),(56.23), ' ' ' 

(56.22),(56.20) 


Это и означает, что функция Ф(у) непрерывна на отрезке [с, (Ц. 

Докажем теперь формулу (56.18). Прежде всего заметим, 
что, в силу доказанной непрерывности функции (56.19), интег- 


65 



рал в левой части равенства (56.18) существует (как интеграл 
от непрерывной функции по отрезку). Существование интег¬ 
рала в правой части равенства (56.18) следует из того, что 
функция 

СІѲІ ^ 

Ф(х) = /(л;)| ф(х, у)сгі/ 

С 

является произведением абсолютно интегрируемой на всей 
числовой оси К функции /(х) на непрерывную ограниченную 

(і 

на К функцию I ф(х, у)(1у параметра х (см. п. 29.5). Здесь не- 

С 

а 

прерывность собственного интеграла | ф(х, у)с1у по параметру 

X следует из теоремы 1 п. 53.1, а его ограниченность — из ог¬ 
раниченности функции ф: 


I (р{х,у)(іу 


<1 \ц>{х,у)\сіу — 


Далее, в силу леммы 1, для произвольного е > О существует 
такая непрерывная финитная функция что 


I \/^^х) - /{х)\<іх < е. (56.25) 

—оо 

Для этой функции, согласно теореме 3 п. 53.1, справедли¬ 
ва формула 

\ йу \ /Дх)ф(х, г/)сгх = I ^^^х)(іх\ а?{х,у)(1у (56.26) 

С -оо -оо с 

(здесь, в силу финитности функции §, можно бесконечные преде¬ 
лы заменить конечными, поэтому здесь и применима теорема 3 
из п. 53.1). 

Покажем, что предел левой части равенства (56.26) при е ^ О 

равен I I /(х)ф(х, у)(іх, а правой | /(х)с?х | ф(х, у)(1у. Для 

этого оценим отклонения левой и правой частей равенства 
(56.26) от их предполагаемых предельных значений. Имеем 


\ Лу \ і^^хЩх, у)(1х - \ Лу \ Кх) Ф(х, у)(1х 




(І - 1-00 <І - 1-00 

< I I |/2(х)-/(х)||ф(х, у)|сгх < М| йу I |/^(х)-/(х)|сгх = 

с -оо (56.20) ^ 

- 1-00 

= М{а-с) \ |/■Дx)-/(x)|сгx < М(сг-с)е. (56.27) 

—оо (оо.ло) 
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Соответственно для правой части имеем 


I 4(х)сгд: I ф(л:, у)(1у - \ /(х)(іх | ф(л;, у)(іу 




< I \и^) - Ах)\с1х I \Ц)(х, у)\(іу < М I \/^,х) -/(х)\(1х I ау = 

-со с (56.20) ^ 

+СО 

= М(а-с) I І4(л:)-/(х)|сгл: < М(сг-с)е. (56.28) 

—со (5о.^5) 

Полагая в (56.26) е ^ 0, получим, в силу (56.27) и (56.28), ра¬ 
венство (56.18). □ 


ТЕОРЕМА 1. Если функция / абсолютно интегрируема на 
всей числовой оси К, то в каждой точке х & К, в которой су¬ 
ществуют /(х -Ь 0), Дх - 0), /Дх) и /Дх), имеет место равен¬ 
ство 


- У ду У Ді)со8 у{х - і)ді = Ях + 0) + Дх 0) ^ (50 29) 

Эта формула называется формулой Фурье. 
Доказательство. Зафиксируем произвольно точку х е Д, 
в которой суптествуют Дх -Ь 0), Дх - 0), /+(х), /Дх), и рассмот¬ 
рим интеграл 

йеТ 1 ’’ +°° 

5(гі) = -\ ду \ Д0со8 і/(х - і)(1і. (56.30) 

^ о 

функция -8(гі) является для интеграла Фурье аналогом час¬ 
тичной суммы ряда Фурье периодической функции. 

Так как функция со8 у{х - і) непрерывна и ограничена на 
всей плоскости переменных у и і, то, согласно формуле 
(56.18), в интеграле (56.30) можно поменять порядок интегри¬ 
рования. 

Проделав это, получим 


^("1) (56=30), л I I ~ = 

(56.18) “ ° 


= I ДО 


8ІП Г|(Х - І) 
X - І 


ді = - \ !{х + и)^-^^^ди. (56.31) 

и=і-хк^'^ 'и ^ ' 


Получившаяся формула является аналогом формулы, выра- 
жаюіцей частичную сумму ряда Фурье с помоіцью интегра¬ 
ла Дирихле (см. (55.17)). Поэтому естественно попробовать 
провести дальнейшие рассуждения по той же схеме, которая 
применялась в рядах Фурье при доказательстве теоремы 4 в 
п. 55.4. 
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Представим интеграл 


( 56 = 31 ) ^ I Ки + х)^-^<іи 

в виде суммы двух интегралов: 

+00 О +00 

I = I + I- 

—со —оо 0 

Выполнив в первом из них замену и = —I, получим 

5(Л) = I Т + і) + Кх - 

о 

Вспоминая (см. и. 54.4), что при р > О 


получим 

5(л) - ^ 


8 ІП Л І К 

I і ^^=2’ 

О 


/(х + 0) + /(х - 0) _ 1 


= ^ I тх + і) + г{х-і)]^-^(И- 


- [Пх + 0) + Пх - 0)]і 7 ^ сіі = 

о 

1 +?> Яж + і) - /(л: + 0) . , ,, , 

= - I - -- - 81 ПГ 1 ^сг^ + 

0 

, 1 +?° /(ж -і)- Яж - 0) . , 

+ - I - -- - віпГ\і(И. 

о 


(56.32) 


Рассмотрим, например, первый интеграл в правой части 
этого равенства. Разобьем его на два интеграла: 


Так как 


+00 1 оо 

I -І+І- 

0 0 1 

/(х + о - /(^ + 0) /•// ч 

,11^00 - і - = 


то - - - является абсолютно интегрируемой функ¬ 

цией переменной і на отрезке [О, 1], поэтому, в силу теоремы 2 
из и.55.2, 

} ^{Х + І) - ^(Х + 0) . , ,, ^ О0\ 

Ііш [ - -^ 81П = 0. (56.33) 

Т1 ^ +00 1 І ' 

' О 

/(ж + І) 

Функция —-— также абсолютно интегрируема на любом 
отрезке полуоси і > 1 и так как 

ІЯх + оІ, 


68 



то 


уі/Сх + і) 

1 


I 


+О0 -Г'-»-' 

< I \^{х + 1)\<И= I |/(8)|(І5< I |/(8)|с?5 <+ 00 , 

1 


+ СО 

I 

х+1 


т. е. ^ абсолютно интегрируема на этой полуоси и, следо¬ 
вательно, в силу той же теоремы, 


+?’Ях + і) . „ 

1іт [ — ^8іпг|іс?^ = 0 

—^ +00 ^ г 
1 

-роо 




(56.34) 


Наконец, из сходимости интеграла | ^ (іі (см. и. 29.6), 

о 

выполняя замену переменного и = Г[і, получаем 
Ііт Г ^ г\і(іі = /(х + 0) Ііш Г ^ <іи = 0. (56.35) 

Т|^+схз ^ І ' '' ''ті^+схз [и ^ ' 


п ■ 


1 ■' п 

Из (56.33), (56.34) и (56.35) следует, что 


1 + ^) -/(х-Ь 0) . ,,, ^ 

Ііт - I - -1-^ -^ 81 пр^сг^ = 0. 

о 


Т| ^ +00 Я ^ І 

Аналогично доказывается, что 




Ііт - 

+00 я 


I 


О 


Яіс - і) - /(х - 0) 
і 


8ІП Г\І(ІІ = 0. 


Отсюда, в силу (56.32), получаем 


Ііт 5(г|) 

Т| ^ +00 ' '' 


/(х + 0) -Ь /(х - 0) 
2 


Предел в левой части равенства, равен интегралу Фурье 
(56.4), поэтому равенство (56.29) доказано. □ 

Требования, накладываемые на функцию в этой теореме, 
можно ослабить, потребовав, например, чтобы функция была 
абсолютно интегрируемой на всей числовой оси и удовлетво¬ 
ряла в каждой точке обобгценному условию Гельдера. Мы не 
стали этого делать ради некоторого упрогцения доказательст¬ 
ва (ср. с доказательством теоремы 4 и ее следствий в п. 55.4). 


УПРАЖНЕНИЕ 1. Доказать, что если функция / в дополнение к нало¬ 
женным на нее в теореме 1 ограничениям является четной или нечетной, 
то справедливы формулы для четной функции 


Цх + 0) + Ях - 0) _ 2 


= - I С08 ухЛу I /(1) С08 уЫі, 


для нечетной 


Ях + 0) + Ях - 0) _ 2 


= - I 8ІП ухЛу I /(І) 8ІП уІ(И. 
о о 
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Пример. Представим интегралом Фурье функцию 


Функция / 
функцию а{у): 



1 , если |л:| < 1 , 
О, если |л:| > 1. 


четная, поэтому (см. (56.3)) Ъ(у) 


0. Найдем 


(5К2) I I =1 = І У^^^ = I ^ 

-1 О ^ 

Согласно (56.1), (56.4) и теореме 1, имеем 


„ +00 . [ 1 . если |х| < 1 , 

- I сов ху(іу = < 1 / 2 , если |х| = 1 , 

^ о У [о, если |х| > 1. 


Таким образом, с помощью теоремы 1 удается вычислить 
значение интеграла, стоящего в левой части полученного ра¬ 
венства. В частности, при х = 1 имеет место равенство 


или при і = 2у 


1 

ж 


I 


о 


2зіп г/со8 у 
У 


ёу 


1 

2 


I 


8ІП І 
І 



о 

Отметим, что эта формула была использована при доказатель¬ 
стве теоремы 1. Ранее она была получена другим методом (см. 
и. 54.4). 


56.2. Различные виды записи формулы Фурье 

В дальнейшем для простоты записи будем считать, что функ¬ 
ция абсолютно интегрируема на всей числовой оси Д и во всех 
ее точках непрерывна и имеет односторонние производные. 

В этом случае для всех х & К, согласно теореме 1, справед¬ 
лива формула Фурье 

1 -1-00 -роо 

Ял:) = - \ (іу \ Кі) С 08 у{х - і)(И, 
о 

и так как подынтегральная функция четная относительно пе¬ 
ременной у, то 

1 -|-оо -Ьоо 

Ял:)=^ \ (Іу \ Аі)совуіх-і)(Іі. (56.36) 

—оо —оо 

В силу очевидного неравенства 

ІЯО віп у(х-і)\ < 
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при ограничениях, наложенных на функцию /, существует 
также интеграл 

I ^(і) у{х - і)\(И , 

—со 

причем, в силу признака Вейерпітрасса (см. п. 54.1), он равно¬ 
мерно сходится на всей числовой оси переменного у и, следо¬ 
вательно, является непрерывной функцией от у. Поэтому для 
любого числа т) существует интеграл 

^ +00 

\ (іу \ ЯО 8 ІП і/(х - (56.37) 

-ц -оо 

причем в силу нечетности подынтегральной функции относи¬ 
тельно переменной у этот интеграл равен нулю. Однако при 
сделанных предположениях относительно функции / нельзя 
гарантировать существование несобственного интеграла 

\ Лу \ ЯО 8ІП і/(л: - 0^^- (56.38) 

—оо —со 

Чтобы получить нужные формулы, придется ввести еще одно 
обобщение понятия интеграла. 

56.3. Главное значение интеграла 

Определение 2. Пустъ функция ф интегрируема (в собствен¬ 
ном или несобственном смысле) на любом конечном отрез¬ 
ке. Если существует конечный предел 

Т1 

ІІП 1 [ Ых)дх, Ц > О, 

Гі^+сх, 

+ СО 

то он называется главным значением интеграла | (^{х)йх и 

—со 

обозначается буквами ѵ.р.* 

ѵ.р. ] ([>{х)дх = ІІП 1 ] ([>{х)дх. (56.39) 

-оо л ^ +°° 

Подчеркнем, что отличие этого определения от опреде- 

+ 00 

ления несобственного интеграла | (^{х)сіх, п. 29.1, состоит 

—со 

в том, что там для функции ф, интегрируемой на любом ко- 


* Главное значение — от франц. ѵаіеиг ргіпсіраіе. 
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нечном отрезке, интеграл | ф(х)с?л: определялся как предел 

—оо 

11 

интегралов | при независимом стремлении ^ к —оо и р 

к + 00 . Здесь же требуется существование лишь предела ука- 
11 

занных интегралов | <^{х)( 1 х для частного случая, когда ^ = -р 
и Г] ^ +00. 

Подобным же образом определяется и главное значение не¬ 
собственного интеграла в точке: пусть а < с < Ь и функция ф 
при любом е > О интегрируема, по Риману, на отрезках [а, с — е] 
и [с -Ь е, Ь] (естественно, предполагается также, что а < с - е и 

Ь 

с + Е < Ь); тогда главное значение интеграла | ф(х)с?л; в точке с 
определяется формулой 


V 


р. [ ф(л;)с?х = Ит [ (р(х)(іх + [ (^{х)(1х 


Иногда, там, где это не может привести к недоразумениям, 
интеграл в смысле главного значения обозначается просто 
символом интеграла без букв ѵ. р. 

Если для некоторой функции существует конечный несоб¬ 
ственный интеграл, то у этой функции существует и главное 
значение интеграла и оно совпадает с ее несобственным интег¬ 
ралом. Обратное неверно: у функции может существовать (и, 
следовательно, быть конечным) главное значение интеграла, а 
несобственный интеграл быть расходящимся. 

X 

собственные, однако существуют в смысле главного значения, 
которое в обоих случаях равно нулю. 


Например, интегралы | х(іх и | — не существуют как не- 


56.4. Комплексная запись интеграла Фурье 

Вернемся к формуле Фурье (56.29) и запишем ее, используя 
понятие главного значения интеграла, в другом виде. В силу 
нечетности по у подынтегральной функции в интеграле 
(56.38) имеем, согласно сформулированному определению 
главного значения интеграла, 

ѵ.р. I (іу I /(і) віп у (х - і)(И = О. (56.40) 
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Умножив обе части этого равенства на ^ и сложив с интегра¬ 
лом (56.36), получим 

1 -рсо -рсо 

/(х)=^ \ <іу \ (56.41) 

—со —со 

где внешний интеграл понимается в смысле главного значе¬ 
ния. Формула (56.19) и называется комплексной записью ин¬ 
теграла Фурье. 


56.5. Преобразование Фурье 


Если положить 

1 - 1-00 

Ф(г/) = ^ I ЯО е-^ѵШ, 

л/ЗТГ —со 

то формула (56.19) примет вид 


-1 +00 

/(х) = ѵ.р. — I Ф(і/) е^^Усіу. 

лУ2л -ОО 


(56.42) 


Определение 3. Функция Ф, которая ставится в соответст¬ 
вие функции / формулой 

Ф{у) = ѵ.р.-^ \ ^{і) е-^ѵ^сіі, (56.43) 

л /2 ТС —со 


называется преобразованием Фурье функции / и обозначает¬ 
ся пп или /. 

В этом определении /(^), вообш,е говоря, комплекснознач¬ 
ная функция действительного аргумента. Отметим, что функ¬ 
ция Ф = -?’[/] может принимать суш,ественно комплексные зна¬ 
чения и в том случае, когда функция принимает только дейст¬ 
вительные значения. 

Преобразование Фурье определено, в частности, для всех 
абсолютно интегрируемых функций. Употребив, например, 

для преобразования Фурье функции / обозначение /, формулу 
(56.42) можно записать в виде 


Ях) = V. 



+00 л 

I 1{у)е^=^У(1у. 


-ос 


(56.44) 


Эта формула позволяет восстановить саму функцию /, если из¬ 
вестно ее преобразование Фурье /. Она называется формулой 
обращения. 
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Определение 4. Функция \|/, которая ставится в соответст¬ 
вие функции / формулой 

1 +0О 

'^(у) = ѵ.р.^ I Кі)е^У*(И, (56.45) 

л/Зтг -іо 

называется обратным преобразованием Фурье функции / и 
обозначается Р ѴІ 

Преобразование Фурье и обратное преобразование Фурье 
определены на множестве функций, для которых интегралы 
(56.43) и (56.45) суп];ествуют в смысле главного значения. Это 
множество содержит в себе, в частности, множество всех абсо¬ 
лютно интегрируемых на всей веш,ественной оси функций, 
для которых интегралы в формулах (56.43) и (56.45) можно 
понимать как обычные несобственные интегралы, а не только 
как интегралы в смысле главного значения. Термин «обратное 
преобразование Фурье» оправдывается тем, что преобразова¬ 
ние Р^^ обраіцает преобразование Фурье Р. Более точно, спра¬ 
ведлива следуюіцая лемма. 

ЛЕММА 3. Если непрерывная абсолютно интегрируемая на 
всей оси функция / имеет в каждой точке конечные одно¬ 
сторонние производные, то 

1[Л/]] = Р[РѴ]] = г. 

Доказательство. Первая формула обраш,ения, т. е. фор¬ 
мула является просто другой записью уже доказан¬ 

ной формулы (56.41). 

Покажем справедливость второй формулы обраіцения. По¬ 
скольку косинус — четная функция, то в (56.36) можно пере¬ 
ставить местами і л х: 


1 +00 +00 

/(х) = ^ \ \ ЯЛ С08 у(і- х)аі, 

—оо —со 

в силу же нечетности синуса (ср. с (56.40)) 

V. р. ^ ду \ ЯЛ 8ІП у (і - х)ді = 0. 

—оо —оо 

Поэтому наряду с формулой (56.41) также имеем 

+О0 +00 


Кх) = ^ \ (^У \ ЯЛ 


или 


2 л_ ^ 

1 Г 1 


Ях) = ^ I -= I ЯЛ е^і 

у2п -іо I л/2л -іо 


е ^^Уду, 


где внешний интеграл понимается в смысле главного значе¬ 
ния. Эту формулу можно переписать в виде 

ЧЛ] = у. □ 
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ЛЕММА 4. Пустъ для функций и /2 существует преобразо¬ 
вание Фурье {соответственно обратное преобразование 
Фурье). Тогда, каковы бы ни были числа и Я 2 , для функции 
Яі/і + Я 2/’2 также существует преобразование Фурье {соот¬ 
ветственно обратное ему), причем 

+ ^ 2 / 2 ] = пг,] + к ПГ2] 

{соответственно + Я 2 /’ 2 ] = ^[/іі + ^2 ^ ^[/ 2 ])* 

Это свойство называется линейностью преобразования 
Фурье (соответственно обратного преобразования Фурье). Оно 
непосредственно следует из линейности интеграла и из фор¬ 
мул (56.43) и (56.45). 

СЛЕДСТВИЕ. ^'[0] = і[0] = 0. 

Действительно, например 

Л0] = ^’[0-0] = 0-^'[0] = 0. 

Впрочем, это свойство следует, конечно, сразу и из формул 
(56.43) и (56.45). 

ЛЕММА 5. Преобразование Фурье Р, так же как и обратное 
преобразование Фурье Р^^, являются линейными взаимно-од- 
нозначными отображениями множества непрерывных абсо¬ 
лютно интегрируемых на всей вещественной оси функций, 
имеющих в каждой точке односторонние производные, во 
множество функций, для которых интегралы (56.43) и 
(56.45) существуют в смысле главного значения. 

Доказательство. Достаточно доказать лишь взаимную 
однозначность отображений Р и Р^^ — остальное уже доказано 
выше. Докажем, например, взаимную однозначность отобра¬ 
жения Р. Пусть ^'[Д] = тогда 

рчт]]= рчрші 

Отсюда, согласно лемме 1, следует, что 

/і = /2- □ 

Преобразование Фурье во всяком случае определено для 
абсолютно интегрируемых функций. В следующих пунктах 
будут изучаться свойства этого преобразования. В дальней¬ 
шем же будет показано, как преобразование Фурье обобщает¬ 
ся на более широкие классы функций, а именно на функции с 
интегрируемым квадратом (п. 60.9*) и на так называемые 
обобщенные функции (п. 61.7). 
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56.6. Интегралы Лапласа 


Найдем преобразование Фурье четного продолжения функции 
е а > О, с полупрямой х > О на всю числовую прямую, т. е., 
попросту говоря, преобразование Фурье функции /(х) = е “1*1, 

-ОО < X < +00; 

/(у) = I = 

у 2л — ОО 

= г ^ е-‘^^е-^^У(іx = 

-Дл -іо Дл I 

= е^(“ ^ е^(“ + іу^^сіх = 

Д^ і Д^ і 

= ^(Д- + Д-] = /1^_ 

^ \ а-іу а + іу ] Д + у^ 

Применение обратного преобразования Фурье к полученной 
функции дает исходную функцию 




+ у 


е^^Уйу, 


х> 0. 


Вспоминая, что е^^У = сов ху + і він ху и замечая, что, в силу не 

зіп ху _ 

-ОО + V 


+ 00 


четности подынтегральной функции, | ^ 2“^,^,2 ^ получим 


^-ах 


а 

к 


+ 00 

I 


—ОО 


С08 ху 
+ у^ 


(Іу 


2а 

я 


+00 

I 


о 


С08 ху 


(іу. 


л: > 0. 


Найдем теперь преобразование Фурье / нечетного продол¬ 
жения функции е “*, а > о, с положительной полуоси х > 0, 
т. е. преобразование Фурье функции 


Имеем 

Г 


Ах) 


е “* при X > о, 
-е“* при X < 0. 


1 О 1 -ЬОО 

Г (-е“*)е^“г/сгх -Ь ^ \ е-^^е ^^Уйх = 
ДлД Дп і 


1 

Дл 



+ 


1 

а + іу 


[2 у 
Д + у^ 


і. 


Применив снова формулу обраш,ения преобразования Фурье, 
получим 


1 +00 

р-ах = Г 

Д^ -I 


(- Ё у 

I Д + у^ 



2 

л 


I 


о 


у 8ІП ху 

+ у^ 


(іу. 


X > 0. 
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Итак, нам не только удалось найти преобразование Фурье 
рассматриваемых функций, но и получить сразу из формулы 
обрап];ения (56.44) значения двух интегралов: 


I 


С08 Ху 


х>0, I ^ 


У 81П ху . Л _ 

- - - (іу= 


2 +у 2 


X > 0. 


Эти интегралы называются интегралами Лапласа. 


56.7. Свойства преобразования Фурье 
абсолютно интегрируемых функций 


В этом и следуюп];их пунктах будут рассмотрены некоторые 
свойства преобразования Фурье функции /, которое, как и вы¬ 
ше, будем обозначать через / или -?’[/]. При этом предполага¬ 
ем, что функция / принимает, вообш;е говоря, комплексные 
значения, а ее аргумент, как всегда, действителен. 

ТЕОРЕМА 2. Если функция / абсолютно интегрируема на 
всей числовой оси К, то ее преобразование Фурье Е/ ограниче¬ 
но и непрерывно на К, причем 

л 1 +00 

|/(г/)|<^ I |/(х)|сгх,Ѵубіг, (56.46) 

—со 


Ит /(г/) = 0. (56.47) 

у^оо 

СЛЕДСТВИЕ. Если последовательность {/^} абсолютно ин¬ 
тегрируемых на всей числовой оси К функций и абсолютно 
интегрируемая функция / таковы, что 

Ит [ I/(х) - Ях)|с?х = о, (56.48) 

” ^ -іо 

то последовательность образов Фурье {/„} сходится равно¬ 
мерно на всей числовой оси к / — образу Фурье функции /: 


Доказательство теоремы. Заметим, что рассматри¬ 
ваемые в теореме функции принимают, вообш,е говоря, комп¬ 
лексные значения. 

Для доказательства неравенства (56.46) заметим, что \е^^^У\ = 
= 1, и поэтому 


\ку)\ = 


\ /(х)е ^^Удx < --к= [ ^^У\дx = [ |/(х)|с?х 

д/2я 


7^ 


7^ 


Неравенство (56.46) доказано. 
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Для доказательства свойства (56.47) обозначим через и и і; 
соответственно действительную и мнимые части функции /: 
/(х) = и(х) + іѵ(х). Имеем 

/(у) = І" І" (и(і) + ш(^))(со8 уі - і 8Іп уі)<іі = 

у2л -іо у2л -іо 

= -^ \ (иіі) СОВ уі + ѵ(і) віп уі)(И—^ \ {и(і)віпуі-ѵ(і)совуі)(іі. 

л/ЗТГ —со л/ЗТГ —со 

Каждый из интегралов 

I (к(0 соз уі + ѵ{і) 8ІП уі)(іі, I (и(і) 8ІП уі - ѵ(і) С 08 уі)(іі, 

—со —со 

в силу леммы 2 (см. п. 56.1), является непрерывной функцией 
(так как функции и(і) и ѵіі) абсолютно интегрируемы, а функ¬ 
ции С 08 уі и 8ІП уі ограничены и непрерывны) и стремится к ну¬ 
лю в силу теоремы Римана (см. теорему 2 в п. 55.2) при у оо. 

Таким образом, мнимая и действительная части функции 
непрерывны и стремятся к нулю при у ^ оо; следовательно, 
эти свойства присущи и самой функции /. Теорема доказана. □ 
Следствие вытекает из неравенства (56.46): 

ііпшу) - (пту)\ = \(пГп - п)(у)\ < 

( 56 . 46 ) 

1 +00 

|^|/„(х)-/(х)|сгх. (56.49) 

Правая часть этого неравенства по условию стремится к нулю 
при п ^ оо (см. (56.48)), поэтому и левая его часть стремится к 
нулю. При этом, поскольку правая часть неравенства (56.49) не 
зависит от у, стремление к нулю разности (Р[/„])(у) - (-Р[/])(у) 
происходит равномерно на Д, а это и означает равномерную 
сходимость на К последовательности {(-^[/„Ц к функции Р[/]- □ 

56.8. Преобразование Фурье производных 

ТЕОРЕМА 3. Если функция / и ее производная непрерыв¬ 
ны и абсолютно интегрируемы на всей числовой оси, то 

ри'ш=іупт)- (56.50) 

СЛЕДСТВИЕ. Если функция / и все ее производные до поряд¬ 
ка п включительно непрерывны и абсолютно интегрируемы 
на всей числовой оси, п > 1, то 

(56.51) 

где 

М = 8ир \Е[ф'^'>]{у)\ < -Ьоо. 

-оо<у< + оо 
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Доказательство. Известно, что из абсолютной сходимос¬ 
ти интеграла следует его сходимость. Поэтому из абсолютной 
интегрируемости функции / и ее производной на числовой 
оси следует сходимость интегралов 

[ ^(х)(іх и [ /'(х)ёх. 

—оо —оо 

Покажем, что отсюда имеем 

Ііш /(х) = 0. 

X -> ±оо 

- 1-00 

Действительно, из сходимости интеграла | /'(х)(1х следу- 

—оо 

ет, например, суптествование конечного предела 
Ит [ 

X +00 ^ 

о О 

тогда из формулы Ньютона—Лейбница 

/(х) = ДО) + I 

О 

следует и существование конечного предела 

- 1-00 

Кх) = /(0) -Ь I 

О 

Этот предел не может быть отличен от нуля, так как тогда ин- 

-роо 

теграл [ /(хЫх не мог бы быть конечным. Итак, Ит /(х) = 0. 

-оо -с —г -г 

Аналогично доказывается, что Ит /(х) = 0. 

Х^-оо 

Применив интегрирование по частям к формуле преобра¬ 
зования Фурье, получим 

1 +О0 

\ е-^=^У(іх = 

= -1= Кх) I Ял:) е^^ѵах = іуР{.у)Ш. 

у2л _оо ѵ2л --Ьо 

Таким образом, дифференцирование функции приводит к 
умножению ее преобразования Фурье на множитель іу. 
Формула (56.50) доказана. 

В условиях следствия из формулы (56.50) по индукции по¬ 
лучаем 

р[Пу) = цугпту). 
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функция Р[Р^’^^](у) ограничена (см. теорему 2), поэтому верх¬ 
няя грань М = вир конечна и 

-оо<^< + оо 


ІЛЛ(У)І = 


\р[ту)\ 

Іг/І" 




м 

ІУІ" 


Неравенство (56.51) доказано. □ 

Итак, чем больше абсолютно интегрируемых производных 
имеет функция /, тем быстрее стремится к нулю на бесконеч¬ 
ности ее преобразование Фурье. 

Заметим, что теорема 2 вместе с ее доказательством остается 
справедливой и в случае, когда производная на любом отрезке 
рассматриваемой функции является не непрерывной, а имеет ко¬ 
нечное число разрывов первого рода (см п. 5.13) при сохранении 
остальных предположений. 

Действительно, в этом случае указанная производная на 
любом отрезке является кусочно-непрерывной функцией (см. 
п. 23.10*) и поэтому проводимое в доказательстве интегриро¬ 
вание по частям законно (см. пн. 26.2 и 29.2). 


УПРАЖНЕНИЕ 2. Доказать, что преобразование Фурье Ріу) функции 


Кх) = ^ 


+ кР 


равно ) при у ^ оо. 


56.9. Свертка и преобразование Фурье 

Пусть функции ф и \|/ определены на всей действительной оси. 
В различных вопросах математики часто используется так на¬ 
зываемая свертка функций ф и \|/, которая обозначается ф*Ѵ|/, 
или, если X — аргумент свертки, через (фл^)/) {х), и определяет¬ 
ся равенством 

(ф*\1 /)(х)= I ф(і) \|/(х - (56.52) 

—оо 

Для простоты в этом пункте будем предполагать, что рас¬ 
сматриваемые функции ф(і), ^(і), Х(і) принимают только дей¬ 
ствительные значения. Интеграл (56.52) заведомо суш;ествует, 
если обе функции ограничены и абсолютно интегрируемы*. 
При этом интеграл (56.52) и, более того, интеграл 

I |ф(і) \і/(л: - і)|(і^ 


* Существование интеграла (56.52) можно гарантировать и при более 
общих условиях, однако мы на этом не будем здесь останавливаться. 
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равномерно сходятся на всей действительной оси. В самом де¬ 
ле, в силу ограниченности функции \|/, имеем |\|/| < М, где 
М — постоянная, поэтому для всех хѵіі 

|ф(Оѵ(х-і)І <М|ф(^)| 

и сделанное утверждение, в силу абсолютной интегрируемости 
функции ф, вытекает из признака Вейерштрасса равномерной 
сходимости интегралов (см. п. 54.1). Из приведенных рассуж¬ 
дений следует также, что если функции ф и \|/ ограничены, аб¬ 
солютно интегрируемы и непрерывны, то и их свертка также 
непрерывна, ограничена и абсолютно интегрируема. Действи¬ 
тельно, непрерывность функции / следует из равномерной схо¬ 
димости интеграла (56.52), а ограниченность — из оценки 

|(ф*\|/) (х)| < I |(ф(і) \|/(х - < М I |ф(^)|(і^. 

—оо —со 

Докажем абсолютную интегрируемость свертки. Пусть / = 
= ф*ѵ|/; имеем 

I |/(х)|с?х= I I I ф (і) \|/(х - ^)(іі| < 

—со —оо —со 

< I (іх I |ф(0'К (л: - і)|(і^ = I |ф(ОМ^| \^{х-і)\(іх = 

—со —со —со —со 

+00 +СО 

= I |ф(^)|Л I (8)16^8. (56.53) 

—со —со 

Перестановка порядка интегрирования здесь возможна в силу 
того (см. теорему 7 п. 54.3), что интеграл | |ф(^)\ 1 /(х - і)\(1і 

—со 

равномерно сходится на всей оси, интеграл | |ф(і)'1/(л: - = 

—со 

= |ф(0| I |'К(^ “ і)\(іх равномерно сходится на любом конечном 

—оо 

отрезке, а повторный интеграл | <іх | |ф(^)\|/(х - как это 

следует из последнего равенства формулы (56.53), существует. 

Таким образом, при сделанных предположениях к функ¬ 
ции / = ф*\|/ можно, в свою очередь, применять операцию 
свертки с некоторой непрерывной ограниченной и абсолютно 
интегрируемой функцией (причем снова получится функция 
того же класса) или преобразование Фурье. 

Операция свертки функций коммутативна и ассоциатив¬ 
на в рассматриваемом классе функций. Действительно, выпол¬ 
нив в интеграле (56.52) замену переменного х — і = 8, получим 


+ 00 +00 

ф*\|/ = [ ф(і)\|/(х - І)(ІІ = [ ф(х - 8)\|/(8)(І8 = \|/*ф. 

—оо —оо 
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Далее, производя в ниже написанном интеграле замену пе¬ 
ременного і = у - меняя порядок интегрирования и делая 
замену х — у + ^ = г\, получим 

(ф*\|/)*Х = I Хіу- х)(іх I ф(0\|/(д: - і)(іі = 

—оо —оо 

-1-00 -1-00 

= \ 1Іу-х)(іх \ Ф(і/ - ^)\1/(х - г/-Ь = 

—оо —оо 

-Ьоо -Ьоо 

= I I - у + і,)х{у — х)(іх = 

—оо —оо 

-1-СО -1-00 

= I ф(г/-^)сг^ I 'К(Л)Х(^-Л)с^Л = ('К*Х)*Ф = Ф*('К*Х)- 

—со —оо 

Возможность перестановки порядка интегрирования и в 
этом случае следует из теоремы 7 п. 54.3. Действительно, ис¬ 
следуем на равномерную сходимость интегралы 

Л-со 

ІІУ — х) I ф(у - ^)\ 1 /(х - г/-Ь ^)сг^, (56.54) 

—оо 
+00 

Ф(г/-^) I '^{х-у + ^)х{у — х)(іх. (56.55) 

—оо 

В силу ограниченности функций и %, имеем |\і/| < М,|%| < М, 
где М — постоянная, и поэтому 

\ХІ.У — ^Шу - -у + ^)\< М^\(ріу - ^)|, 

|ф(у - -у + ^Шу — ^)1 < м^іхіу — х)\. 

Из этих неравенств и абсолютной интегрируемости функций ф 
и X следует, согласно признаку Вейерштрасса, что интегралы 
(56.54) и (56.55) равномерно сходятся соответственно относи¬ 
тельно переменных х и ^ (переменная у фиксирована) на лю¬ 
бом конечном отрезке (почему?). Наконец, суіцествует повтор¬ 
ный интеграл 

Л-со Л-со 

Их I |х(і/-х)ф(і/-^)\1/(х-і/-Ь^)|сгИ(ІФІ*кІ)*ІХІ- 

—со —оо 

Таким образом, все условия указанной теоремы 7 из 
п. 54.3 выполнены. 

Следует заметить, что при рассмотрении сверток функций 
можно суіцественно ослабить ограничения, накладываемые на 
свертываемые функции. Однако доказательство свойств свер¬ 
ток в этом случае потребовало бы прежде всего более тонких те¬ 
орем о перемене порядка интегрирования. Для простоты изло¬ 
жения мы не стали этого делать. 
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Займемся теперь изучением преобразования Фурье свер¬ 
ток двух функций. Для удобства видоизменим определение 

свертки ф*\|/, добавив дополнительный множитель 1/ 42 ^ : 


ф*\|/ 


1 +00 

— I ф(^)\1/(л: - ОЛ. 


ТЕОРЕМА 4. Пустъ функции ф и \|/ ограничены, непрерыв¬ 
ны и абсолютно интегрируемы на числовой оси. Тогда 


іі’[ф*^] = ^'[ФІ^’М. 


Доказательство. Функции ф и \|/ ограничены, непрерыв¬ 
ны и абсолютно интегрируемы, поэтому функция ф*\|/ облада¬ 
ет теми же свойствами, в частности, она абсолютно интегриру¬ 
ема, и для нее можно рассматривать преобразование Фурье 


^’[ф*\|/] = ^ I е I ф(і)\|/(х - і)ді. 

—оо —со 

Меняя здесь порядок интегрирования (что возможно в силу 
теоремы 7 и. 54.3) и производя замену переменного х = I 8, 
получим 

^’[ф*\|/] = ^ I ф(і)<іі I - і)е^^^Удх = 


1 -І-со 1 -|-сх> 

^7^ ^ \1/(8)е-'®г/сг8 = ІТ[ф]ІГ[|);], 


т. е. преобразование Фурье свертки двух функций равно про¬ 
изведению преобразований Фурье этих функций. □ 

Теорема 4 также может быть доказана при более слабых 
ограничениях на рассматриваемые функции, но мы не будем 
на этом останавливаться. 


56.10. Производная преобразования Фурье функции 

ТЕОРЕМА 5. Если функция /(х) непрерывна, а функции 
/(х), х/(х), ... , х"/(х) абсолютно интегрируемы на всей число¬ 
вой оси, то преобразование Фурье функции / является п раз 
дифференцируемой на всей числовой прямой функцией и 

іАіг№)[/] = ЕІх'^П, й = 0,\, ... ,п. 
Доказательство. Пусть сначала функция / принимает 
только действительные значения. Формально дифференцируя 
по параметру у интеграл 

^’[/’] = \ Ях)е^“^с?х 

лУЗТГ —со 
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и замечая, что |х/(х)е = |л:/(л;)|, получим абсолютно и рав¬ 

номерно сходяш,ийся интеграл 

-і I х^{х)е ^^У(1х, -оо < у < Ч-оо. 

—оо 

Следовательно (см. п. 54.3, теорему 8), в этом случае преобра¬ 
зование Фурье ^’[/] функции У является дифференцируемой 
функцией и 

ІР'[Г] = Р[хП. 

Если теперь / = и + іѵ, где ник — действительные функ¬ 
ции, то 

РУ] = Р'[и + іѵ] = {Р[и] + іР[ѵ]У = Р'[и] + іР'[ѵ] = 

= -іР[хи^ + Р[хѵ^ = -іР[хи + іхо] = -іР[х(]. 

Далее по индукции получаем, что преобразование Фурье 
Е[/] функции / имеет производные до порядка п включитель¬ 
но и РР^^У'\ = й = О, 1, ... , /г. □ 

СЛЕДСТВИЕ. Если предположения теоремы выполнены, то 
все производные Р^^^\У], й = О, 1, ... , п, непрерывны и стремят¬ 
ся к нулю при стремлении их аргумента к бесконечности. 

В силу теорем 2 и 5, следствие непосредственно вытекает 
из того, что производные являются преобразованиями 

Фурье абсолютно интегрируемых функций. 

Можно показать, что если произведения вида аб¬ 

солютно интегрируемы при определенных ограничениях, на¬ 
лагаемых наа>0иа>0 , то это приводит к еще большей 
гладкости преобразования Фурье, а именно оказывается, что 
оно принадлежит к тем или иным классам аналитических 
функций. 

Формула, задающая обратное преобразование Фурье, отли¬ 
чается от формулы, задающей прямое преобразование Фурье 
(см. (56.43) и (56.45)), лишь тем, что в показателе степени у 
числа е под интегралом і заменено на —і, поэтому для обратно¬ 
го преобразования Фурье справедливы свойства, аналогичные 
доказанным нами для прямого преобразования Фурье. 

УПРАЖНЕНИЯ. 3. Доказать, что преобразование Фурье функции Дх) = 

= ^ ^4 дважды дифференцируемо на всей числовой прямой. 

4. Доказать, что преобразование Фурье функции /(х) = хе~|*| бесконечно 
дифференцируемо на всей числовой прямой. 
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Глава 



Функциональные пространства 


§57 

Метрические пространства 

57.1. Определения и примеры 

Определение 1. Множество X = {х, у, г, ...} называется мет¬ 
рическим пространством X, если на совокупности упорядо¬ 
ченных пар (х, у) элементов этого множества определена 
неотрицательная функция р(л:, у), называемая расстоянием 
{или метрикой), такая, что'. 

1°. р{х, у) = О тогда и только тогда, когда х = у; 

2°. р(х, у) = ріу, х), X & X, у & У; 

3°. р{х, у) < р{х, г) + р{г, у), х & X, у & X, г & X. 

Условия 1°, 2® и 3° называются аксиомами расстояния. 
Аксиома 3° называется неравенством треугольника. 

Элементы метрического пространства называются точками. 

Примеры. 1. Совокупность всех действительных чисел 
К, если расстояние между действительными числами опреде¬ 
лить как абсолютную величину их разности: р{х, у) = \х - у\, 
X & К, у & К, образует метрическое пространство. 

2. Множество комплексных чисел С, расстояние между эле¬ 
ментами которого задается по формуле р{ 2 , г') = {г - 2 '\, г ^ С, 
2 е С, также образует метрическое пространство. 

3. Евклидово точечное пространство Е" размерности п (см. 
и. 35.1) является метрическим пространством, если расстоя¬ 
ние между его точками х = (х^, ... , х^) и у = (у^, ... , у^) опреде¬ 
лить по формуле (см. (35.1)) 

У) = л/Е 

^ І = 1 

Для множества точек пространства функция р(х, у) = 

п 

= ^ \х-і — у і\ также является метрикой. 

і = 1 
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4. Пусть Е — некоторое множество. Рассмотрим множест¬ 
во всех ограниченных на Е функций, принимающих действи¬ 
тельные (или комплексные) значения. Для двух таких функ¬ 
ций ф и \|/ положим 

р(ф, \ 1 /)= 8ир |ф(і)-\і/(0|. (57.1) 

іе Е 

Легко проверяется, что функция р(ф, \|/) является метрикой. 
Справедливость свойств расстояния 1° и 2^^ ясна непосредст¬ 
венно. Проверим справедливость свойства 3°. Пусть ф, \|/ и % — 
ограниченные функции, определенные на множестве Е. Для 
любого элемента і & Е имеем 

|ф(о - хіі)\ = |[ф(о - щт + - %(0]| < 

< |ф(^)-^(^)| +|\і/(^)-х(^)|, 

поэтому 

|ф(0 - %(І)І < зир ІФ(І) - \1/(0| + вир \Щі) - х(0|, 

откуда 

ВНР |ф(0 - %(0| < вир |ф(і) - + вир \\\ 1 Ц) - х(і)\, 

Е Е Е 

т. е. 

Р(ф. X) < Р(ф, 'К) + Р('К, %). 

5. Пусть О — измеримое по Жордану открытое множество 
п-мерного евклидова пространства Д". Множество X непре¬ 
рывных на замыкании О множества О функций образует мет¬ 
рическое пространство, если расстояние между функциями 
ф 6 X и \|/ е X определить по формуле 

р(ф, \і/) = / |(\і/(х) - ф(х)|сгб'. 

Действительно, если р(ф, \|/) = О, т. е. / |('і/(л;) - ф(х)|с?С' = О, 
то, в силу следствия из свойства 9® кратных интегралов (см. 
п. 44.6), ф(л:) = \|/(л;) для всех х е О и, следовательно, для всех 

X е С. Свойство 2° расстояния в этом случае очевидно, а свой¬ 
ство 3° легко проверяется: если ф, \|/ и % непрерывны на (7 , то 
р(ф, VI/) = / |(ф(х) - х(х)\аС = I |[(ф(л:) - \і/(х)] -Ь [(\і/(л:) - х(х)]|сгС < 
< I |(ф(л:) - \\1{х)\аС + \ |\і/(х) - ХІх)\(іО = р(ф, VI/) + р(ѵі/, X). 

В случае п = 1, О =[а,Щ введенная метрика для непрерыв¬ 
ных на отрезке [а, Щ функций имеет вид 

ь 

Р(ф, Ѵ|/) = | |(ф(л:)-Ѵ|/(л:)|сгх. (57.2) 
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Естественным образом аналогичное пространство вводится 
и для функций, определенных на бесконечном промежутке. 
Например, в случае а = —оо, Ъ = +оо для двух непрерывных аб¬ 
солютно интегрируемых на всей числовой оси функций ф и \|/ 
расстояние определяется по формуле 

р(ф, \1/)= I |(ф(х)-\|/(х)|сгл:. (57.3) 

—со 

6 . Рассмотрим множество всевозможных последователь¬ 
ностей X = {х^} действительных чисел, для которых 


^ х^ <+сх). (57.4) 

П = 1 

Каждая такая последовательность будет называться точ¬ 
кой пространства, а числа х^^, п = 1, 2, , — ее координатами. 

Расстояние между двумя такими точками х = {х^ и і/ = {у^ 
определим по формуле 

I со 

Р(^,У)= іі:(х„-і/„)2. (57.5) 

^ П = I 

Это определение имеет смысл, так как из сходимости рядов 
И ^ Л Уп следует сходимость ряда, стоящего в правой 

Л = 1 п = 1 

части формулы (57.5). 

В самом деле, при любом натуральном т в пространстве Д'” 
для точек (х^, ... , х^, (г/^, ... , справедливо неравенство 



Уп) 


2 < 





(57.6) 


Перейдя в этом неравенстве к пределу при т ^ оо, получим, 
что ряд (57.5) сходится и, более того, что 


ЛМп - Уп)^ < 


+ 


.УІ 


Свойства расстояния для функции р(х, у), определенной 
формулой (57.5), легко проверяются. Например, неравенство 
треугольника для нее следует из неравенства треугольника 
для точек пространства і?'": достаточно в нем перейти к преде¬ 
лу при т ^ оо. 

Метрическое пространство всех действительных последо¬ 
вательностей, удовлетворяющих условию (57.4), с метрикой 
(57.5) называется гильбертовым* пространством последова¬ 
тельностей и обозначается Іп. 


* Д. Гильберт (1862—1943) — немецкий математик. 
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УПРАЖНЕНИЯ. 1. Проверить аксиомы расстояния для функции р(ф, х}/), 
определенной формулой (57.3) для пространства абсолютно интегрируе¬ 
мых непрерывных на всей числовой оси функций. 

2. Привести пример последовательности непрерывных функций, сходя¬ 
щейся на некотором отрезке в смысле расстояния (57.2), но не сходя¬ 
щейся на этом отрезке в смысле точечной сходимости (т. е. в смысле оп¬ 
ределения 3 п. 36.1). 

3. Привести пример последовательности, сходящейся на некотором от¬ 
резке в смысле точечной сходимости, но не сходящейся на этом отрезке в 
смысле метрики (57.2). 


4. Пусть X — метрическое пространство. Определим отклонение между 
его двумя подмножествами У и 2 согласно формуле 


йеі . „ 

р(У, 2) = 1ПІ р(у, г). 

Будет ли метрикой функция р(У, 2) на множестве всех подмножеств мет¬ 
рического пространства X? 


Всякое подмножество метрического пространства X, в свою 
очередь, является метрическим пространством относительно 
той же метрики и называется подпространством простран¬ 
ства X. 

Определение 2. Два метрических пространства X и X' с 
метриками р(л:, у) и р'(х', у') называются изометричными, 
если между их точками существует взаимно однозначное 
соответствие /, сохраняющее расстояние, т. е. такое, что 
если 


X = Дх), у' = Ду), х& X, у&Х, х' & X', у' е X', 
то 

у) = у') 

{такие соответствия также называются изометричны¬ 
ми). 

Иногда бывает удобно «отождествить» элементы про¬ 
странств X и X', соответствуюш,ие друг другу при изометрич- 
ном соответствии пространств X и X'. Поясним более подроб¬ 
но операцию отождествления элементов двух изометрических 
пространств: X и У. Пусть X и У* — метрические пространст¬ 
ва, У с У*, /: X ^ У — изометричное отображение. Рассмот¬ 
рим множество X* = X У (У* \ У), получаюш,ееся из простран¬ 
ства X присоединением к нему множества У* \ У. Таким обра¬ 
зом: X* \ X = У* \ У. Определим для точек х е X* и і/ е X* 
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понятие расстояния р^„{х, у). Для удобства введем отображе¬ 
ние Р: X* У*, задаваемое формулой 

р/ ч 1 /(х)', если X ^ X, 

1 х, если х 6 X* \ X. 

Ясно, что Р является взаимно-однозначным отображением 
(биекцией) множества X* на У*. 

Теперь для любых х е X* и і/ е У* положим 

р^-,:(х, у) = р(Р(х), Р(у)). 

Легко проверить, что определенная таким образом функция 
р^і{х, у) удовлетворяет трем аксиомам расстояния и, следова¬ 
тельно, X* является метрическим пространством, а отображе¬ 
ние Р изометрично отображает пространство X* на У*, причем 
при этом отображении множество X переходит в У. 

Под утверждением «отождествим в пространстве У* мно¬ 
жество X с изометричным ему пространством У» и понимает¬ 
ся рассмотрение пространства X* вместо У*. 

Определение 3. Пустъ X — метрическое пространство', по¬ 
следовательность его точек {х„} называется сходящейся к 
точке х 6 X, если Ііт р (х, х„) = О, т. е. если для любого чис- 
да е > о существует такой номер п^, что для всех номеров 
п > п^ выполняется неравенство р (х, х^) < е. В этом случае 
пишется х = Ііпі х„ или х„ ^ х при п ^ оо и говорится, что 
точка X является пределом данной последовательности. 

Например, в случае примеров 1 и 2 сходимость в рассмат¬ 
риваемых там метрических пространствах означает обычную 
сходимость числовых (соответственно действительных или 
комплексных) последовательностей. В примере 3 сходимо¬ 
стью последовательности является сходимость последователь¬ 
ности точек в п-мерном пространстве, встречавшаяся нам 
раньше (см. п. 35.1). В метрическом пространстве функций, 
определенных и ограниченных на некотором множестве, рас¬ 
стояние между которыми определяется формулой (57.1), по¬ 
следовательность функций {ф„} сходится к функции ф, если 

Ііт зир |ф(і)- ф„(0| =0, 

т. е. если последовательность {ф^} равномерно на множестве Е 
сходится к функции ф (см. т. 2, п. 32.2). 
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Наконец, пример 5 дает вид сходимости последовательнос¬ 
ти функций в смысле некоторой интегральной метрики. В слу¬ 
чае п = 1 подобная сходимость уже встречалась в п. 55.2 (лем¬ 
ма 2) и в п. 56.7 (следствие леммы 4). 

Для всякого метрического пространства X естественным 
образом вводится понятие е-окрестности 17(х, е) точки х е X, 
е > 0: 17(х, е) = {у : у & X, р (у, х) < е}, а затем дословно, так же 
как для п-мерного пространства Д" (см. п. 35.2), вводятся по¬ 
нятия точки прикосновения множества, предельной и изоли¬ 
рованной точки, граничной и внутренней точки, замыкания 
А множества А, понятие замкнутого и открытого множества. 

Справедливы для произвольных метрических пространств 
и леммы 3, 4, 5 и 6, доказанные в п. 35.2 для открытых и зам¬ 
кнутых множеств /г-мерных евклидовых пространств, причем 
доказательства, приведенные в п. 35.2, сохраняют свою силу 
и в обіцем случае. 

УПРАЖНЕНИЕ 5. Выяснить, какие множества являются е-окрестностя- 

П 

ми точек в метрическом пространстве Я" с метрикой р{х, у)= | Х; — г/^І . 

і - 1 

Нетрудно убедиться, что у последовательности метриче¬ 
ского пространства может быть только один предел. Допустим 
противное: пусть у последовательности точек х„, га = 1, 2, ... , 
метрического пространства X точки а е X и Ь е X являются ее 

пределами ша^Ъ. Тогда, выбрав е так, что 0 < е < |р (а, Ь), по¬ 
лучим, что окрестности Н(а, е) и 11{Ъ, е) не пересекаются и в 
каждой из них должны лежать все точки данной последова¬ 
тельности, кроме конечного их множества, а это невозможно. 

Всякое подмножество метрического пространства являет¬ 
ся метрическим пространством, поэтому в нем также имеются 
открытые и замкнутые относительно него множества. Связь 
между открытыми и замкнутыми множествами всего про¬ 
странства и открытыми и замкнутыми множествами его под¬ 
пространства устанавливается следуюіцим предложением. 

ЛЕММА 1. Множество замкнуто (открыто) в подпростран¬ 
стве метрического пространства тогда и только тогда, 
когда оно является пересечением подпространства с зам¬ 
кнутым (соответственно открытым) множеством всего 
пространства. 

Доказательство. Путь Е — подпространство пространст¬ 
ва X и 7^ — замкнутое подмножество пространства X. Пока¬ 
жем, что тогда пересечение Е Г\ Е замкнуто в Е. Действитель¬ 


но 



но, каждая точка прикосновения множества Е Р, содержа- 
ш,аяся в Е, является и точкой прикосновения множества Е. 
Поэтому (в силу замкнутости Е) она одновременно содержится 
и в т. е. содержится в пересечении Е Е. Это и означает 
замкнутость множества Е Г\Р ъ подпространстве Е. 

Наоборот, пусть Е с^Х-и. множество Е с^Е замкнуто в Е. Ес¬ 
ли Е — замыкание множества Е во всем пространстве X, то Е 

является замкнутым в X множеством, а пересечение Е П Е 
состоит из точек прикосновения множества Р, содержащихся 
в Е, которое, в силу замкнутости Е в Е, совпадает с множест¬ 
вом Е, т. е. Р = Е Г\ Р. 

Если теперь О — открытое в пространстве X множество, 
то, в силу леммы 6 п. 35.2, его дополнение Р = X \ 0 является 
замкнутым, а так как Е ПО = Е \ {Е Г\ Р), где, согласно уже до¬ 
казанному, пересечение Е П Р замкнуто в Е, то, в силу той же 
леммы, его дополнение в множестве Е, т. е. пересечение Е ПО, 
является открытым в подпространстве Е множеством. 

Наконец, если О — открытое в подпространстве Е множе¬ 
ство, то его дополнение Р = Е \ О замкнуто в этом подпрост¬ 
ранстве и поэтому, согласно выше доказанному, Р = Е П Р , 
тогда 0 = Е П (X \ Е), где, все в силу той же леммы, множество 
X \ Р является открытым в пространстве X множеством. □ 

57.2. Полные пространства 

На метрические пространства обобщается понятие фундамен¬ 
тальной последовательности (см. определение 14 в и. 4.7). 
Определение 4. Последовательность {х^ точек метрическо¬ 
го пространства X называется фундаментальной {или после¬ 
довательностью Коши), если для любого числа е > О существу¬ 
ет такой номер п^, что для всех номеров п > п^ и т > щ вы¬ 
полняется неравенство р (х^, х^) < е. 

ЛЕММА 2. Если последовательность {х„} сходится, то она 
фундаментальная. 

Доказательство. Пусть Ит х„ = х. Тогда для любого 

д ^ оо " 

числа е > О существует такой номер п^, что для всех номеров 
п > п^ справедливо неравенство р(х, х„) < е/2. Следовательно, 
если п > п^л т > п^, то 

Р(^Я> < Р(^я> + Р(^> < I + I < е. □ 
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Определение 5. Метрическое пространство называется пол¬ 
ным, если всякая фундаментальная последовательность его 
точек сходится к его же точке. 

Очевидно, что метрическое пространство, изометричное 
полному пространству, также является полным метрическим 
пространством. 

Примеры. 1. Метрические пространства действитель¬ 
ных и комплексных чисел являются примерами полных мет¬ 
рических пространств. Полным является и п-мерное евклидо¬ 
во пространство і?" (см. и. 35.1). Рациональные числа дают 
пример неполного метрического пространства. 

2. Рассмотрим метрическое пространство функций, опре¬ 
деленных и ограниченных на множестве Е, расстояние между 
которыми определено формулой (57.1). В этом пространстве 
последовательность функций ф„, п = 1, 2, ... , является фунда¬ 
ментальной, если для любого числа е > О существует такой но¬ 
мер п^, что для всех номеров п > п^и т > т^ выполняется нера¬ 
венство 

Р(ф«’ Фт) = зир |ф„(х) - Ф^х)| < е, 

Ѣ 

т. е. если последовательность {ф^} удовлетворяет критерию Ко¬ 
ши равномерной сходимости последовательности на множест¬ 
ве Е (см. п. 32.2). В силу этого критерия, последовательность 
{ф„} равномерно на множестве Е сходится к некоторой функ¬ 
ции ф, т. е. 

Ііт вир |ф(х) - ф^(х)| = 0. (57.7) 

71 —> СЮ ^ 

Покажем, что эта функция ф также ограничена и, следова¬ 
тельно, принадлежит рассматриваемому пространству. Дей¬ 
ствительно, в силу (57.7), для любого числа е > 0, в частности 
для е = 1, существует такой номер п^, что для всех /г > /г^ и 
всех X & Е выполняется неравенство |ф(л:) — ф„(л:)| < 1; поэтому 

|ф(х)| < |ф(л:)- ф„^ + і(л:)| + |ф„^ + і(х)| < 1 + вир |ф„^ +Дх)|. 

Так как функция ф„^ + ^ ограничена, то ограничена и функ¬ 
ция ф. Мы доказали тем самым, что рассматриваемое про¬ 
странство функций является полным. 

Можно показать, что метрическое пространство функций, 
рассмотренных в примере 5 п. 57.1, не является полным. 
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УПРАЖНЕНИЕ 6. Доказать, что пространство непрерывных на отрезке 
[а, Ь\ функций, расстояние между которыми определяется по формуле 
(57.2), не является полным. 

Пример 3. Докажем полноту гильбертова пространст¬ 
ва І 2 (см. пример 6 в п. 57.1). 

Пусть последовательность точек 


й = 1, 2, ... , (57.8) 


является фундаментальной последовательностью пространст¬ 
ва І 2 . Тогда из неравенства 


р(х<* ^Р\ Х<*)) = / XI (-^га* + > I + р) - I, 

Л = 1 

к = 1, 2, ... , р = О, 1,2, ... , п = 1,2, ... , 

и фундаментальности последовательности (57.8) следует, что 
при любом фиксированном п числовая последовательность 
к = 1, 2, , удовлетворяет критерию Коши (см. п. 4.7) и, 

следовательно, сходится. Пусть Ііт = х„. В силу фунда- 

/г ^ оо я 

ментальности последовательности (57.8), для любого Е ^ о су- 
ш,ествует такой номер к^, что при любом номере к> к^ш любом 
натуральном р выполняется неравенство 


р(х{А+р), 

т. е. 

^ (х*,^ +р) - < е. 

I = 1 

Отсюда для любого фиксированного натурального числа т и 
подавно 

2 (х^* + р) - Х^О)2 <е2. 


Переходя здесь к пределу при р 


получим 


і: (х„-х(0)2<е2 


Л = 1 

и так как это верно при любом т = 1, 2, ... , то 


тп , 

(х„-х^О)<е2, к>к^. (57.9) 

Л = 1 

Таким образом, точка = (х^ - х^**, ... , х„ - ...), 

к > к^, принадлежит пространству І 2 , но в этом случае и точка 
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X = (х^, , х^, ...) = + у*** также принадлежит пространст¬ 

ву І 2 . В самом деле, 



так как точка принадлежит пространству І 2 и, следова¬ 
тельно, 

со , 9 

^ < -Ьоо. 

Л = 1 

Условие (57.9) означает, что Ит = х, т. е. что последо- 

/г оо 

вательность (57.8) сходится. Следовательно, пространство І 2 
полное. □ 

Согласно определению, фундаментальная последователь¬ 
ность — это такая последовательность, у которой члены неог¬ 
раниченно сближаются при возрастании их номеров. С такой 
ситуацией часто приходится встречаться при численном ре¬ 
шении математических задач: последовательно получаюіцие- 
ся решения все больше приближаются друг к другу и, какое 
бы положительное число ни было задано, на достаточно боль¬ 
шом шаге их разность сделается и будет оставаться меньше 
этого числа. Если в пространстве, к которому принадлежат 
рассматриваемые приближенные решения, они накапливают¬ 
ся около некоторой точки этого пространства, иначе говоря, 
последовательность этих решений оказывается не только фун¬ 


даментальной, но и сходяіцейся, то ее предел, как правило, 
оказывается точным решением задачи. Этим объясняется, что 
пространства, в которых каждая фундаментальная последова¬ 
тельность сходится, играют большую роль в математике. 

Для того чтобы показать, что не всег¬ 



да фундаментальные последовательнос¬ 
ти сходятся, рассмотрим следуюш,ую 
задачу. Найти в пространстве гладких 
кривых, лежаш,их на заданной плос¬ 
кости и проходяш;их через ее точки А, 
В, С, не лежаіцие на одной прямой, 
кривую наименьшей длины (рис. 10). 
Нетрудно видеть, что эта задача не име¬ 
ет решения, хотя и можно построить 
фундаментальную последовательность 
гладких кривых, длины которых стре- 


Рис. 10 мятся к нижней грани длин всех глад- 
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ких кривых, проходящих через точки А, В, С. Для этого доста¬ 
точно, приближаясь к вершине В угла А АВС, гладко скруглять 
стороны угла. Однако полученная таким образом фундаменталь¬ 
ная последовательность* не имеет предела в множестве гладких 
кривых. Это связано с тем обстоятельством, что в данном случае 
кривой наименьшей длины является не гладкая кривая, а лома¬ 
ная с вершинами в точках А, В, С. 

Рассмотрим некоторые свойства полных метрических про¬ 
странств. Прежде всего ясно, что каждое замкнутое подмно¬ 
жество полного метрического пространства также является 
полным пространством. 

Для описания следующего свойства полных пространств 
введем понятия диаметра подмножества метрического про¬ 
странства и последовательности Коши его подмножеств. 

Для подмножества Е метрического пространства X величина 

(іе:? 

йіат к = знр р(х,у) (57.10) 

хе Е,у е Е 

называется его диаметром. 

Множество метрического пространства называется ограни¬ 
ченным, если его диаметр конечен. 

УПРАЖНЕНИЯ. 7. Доказать, что если Е есть замыкание множества-Е в 
метрическом пространстве, то 

(ііат Е = сііат Е. 

8. Доказать, что всякая сходящаяся последовательность метрического 
пространства ограничена. 

Последовательность {Е^} непустых множеств метрического 
пространства называется последовательностью Коши, если 
они последовательно содержат друг друга и их диаметры стре¬ 
мятся к нулю. 

Таким образом, последовательность множеств {Е^} являет¬ 
ся последовательностью Коши, если: 

Е^^0, (57.11) 

+ /г = 1,2, ..., (57.12) 

Иш сііат Е„ = 0. (57.13) 

п ^ОО п 


* фундаментальность последовательности понимается в смысле 
расстояния 

р(Гі, Гз) = зир + ІУгіС - УіС))^ 

хе [а,Ь] 

между путями а < ^ и Г 2 = {х 2 {і), У 2 (^)» ^ ^ 
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Если последовательность {х^ точек метрического про¬ 
странства является фундаментальной последовательностью 
(последовательностью Коши) шЕ^ = {х^, ...}, п = 1, 2, , 

то последовательность множеств {Е^} является последователь¬ 
ностью Коши. 

ТЕОРЕМА 1. В полном метрическом пространстве вся¬ 
кая последовательность Коши замкнутых множеств име¬ 
ет непустое пересечение, состоящее из одной точки. 
СЛЕДСТВИЕ. Всякая последовательность Коши множеств 
полного метрического пространства имеет, и притом един¬ 
ственную, точку, являющуюся точкой прикосновения для 
всех множеств последовательности. 

Доказательство теоремы. Пусть {Е„} — последова¬ 
тельность Коши замкнутых множеств Е^ полного метрическо¬ 
го пространства X. Выбрав в каждом множестве Е^ по точке 
(это возможно в силу выполнения условия (57.11)), 

га = 1,2, ... , (57.14) 

получим фундаментальную последовательность {х„} в про¬ 
странстве X. В самом деле, для любого е > О, в силу выполне¬ 
ния условия (57.13), суіцествует такой номер Пр, что для всех 
п > Пц выполняется неравенство сііат Е^ < е. Поэтому если п > Пр, 
т > По и, например, п > т, то е Е^, х^ е Е^, следо¬ 

вательно, р(х^, х^) < е. 

В силу полноты пространства X, последовательность {х„} 
сходится, т. е. существует точка х = Ііп^ х^. Для любого п = 

= 1, 2, ... , в силу выполнений условий (57.12) и (57.14), все чле¬ 
ны последовательности {х^, ...} принадлежат множеству 

Е^, а так как эта последовательность сходится к точке х ш. Е^^ — 
замкнутые множества, то х е Е^ при любом п, т. е. х е п Кп- 

П = 1 

Если у е п то для каждого п = 1, 2, ... будем иметь 

X е Е^, у е Е^п поэтому 

р(х, у) < йіаш 

Перейдя здесь к пределу при п ^ °°, в силу условия 
(57.13), получим р(х, у) = О и, следовательно, х = у, т. е. пере¬ 
сечение п состоит из единственной точки х. □ 
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Доказательство следствия. Если {Е ^— последо¬ 
вательность Коши полного метрического пространства, то по¬ 
следовательность {Е^} замыканий Е^ множеств является 
последовательностью Коши замкнутых множеств. Согласно 
теореме, существует, и притом единственная, точка х е Е^, 
п = 1, 2, ... . □ 

Заметим, что в доказанной теореме условие о стремлении к 
нулю диаметров замкнутых множеств существенно: если это 
условие не будет выполнено, то пересечение последователь¬ 
ности непустых замкнутых множеств, последовательно содер¬ 
жащих друг друга, может оказаться пустым. 

Например, последовательность лучей Е^ = {х : х > п} на пря¬ 
мой К образует последовательность последовательно вложен¬ 
ных друг в друга замкнутых множеств Е^ з Ез з ... з Е„ з ... , 

пересечение которых пусто: п 

П = 1 

57.3. Отображения метрических пространств 

Пусть У : X ^ У — отображение метрического пространства X 
в метрическое пространство У. 

Точка і/р е У называется пределом отображения / в точке Хд, 
если 

Ііш р (/(х), уо) = 0. 

р(л:,л:0) ^ о 

в этом случае пишут 

/(х) = г/о- 

Если 1т /(х) = /(Хц), то отображение / называется непре¬ 
рывным в точке x^. 

Это определение равносильно следующему определению, 
формулируемому в терминах последовательностей. 

Отображение / : X ^ У называется непрерывным в точке 
Хр е X, если для любой последовательности точек х„ е X, п = 
= 1 , 2, ... , такой, что Ііш х„ = Хо, имеет место Ііш /(х„) =/(Хо). 

Л ^ ОО л ОО ' Ѵі' 

Как обычно, является верным и равносильное определение 
непрерывности в терминах окрестностей. 

Отображение / : X ^ У называется непрерывным в точке 
Хр е X, если для любой окрестности V точки /(Хр) существует 
такая окрестность II точки Хд, что /(^) 


97 



На «8-е-языке» определение непрерывности в точке выгля¬ 
дит следуюш,им образом. 

Отображение / : X ^ У называется непрерывным в точке 
Хр е X, если для любого е > О суіцествует такое 8 > О, что для 
любой точки Хр 6 X, для которой р(х, Хц) < 8, выполняется не¬ 
равенство р (/(х), Я^о)) ^ 

Доказательство эквивалентности всех приведенных выпіе 
определений предела и непрерывности проводится аналогич¬ 
но случаю числовых функций. 

Отображение / : X ^ У называется непрерывным отобра¬ 
жением пространства X в пространство У, если оно непре¬ 
рывно в каждой точке х е X. 

Если для любого е > О существует такое 8 > О, что для лю¬ 
бых точек X е X, х' е X, для которых р (х', х) < 8, выполняется 
неравенство р (ДхО, К^)) < е, то отображение / называется рав¬ 
номерно непрерывным на пространстве X. 

Равномерно непрерывное отображение метрического про¬ 
странства в другое метрическое пространство очевидным обра¬ 
зом непрерывно в каждой точке. 

Последовательность отображений /^ : X ^ У называется схо¬ 
дящейся к отображению / : X ^ У, если для каждого х е X по¬ 
следовательность точек {/„(х)} метрического пространства У схо¬ 
дится к точке Дх): 

Ііт /„(х) = Дх). 

Последовательность отображений /„ : X ^ У, сходящаяся к 
отображению / : X ^ У, называется равномерно сходящейся, 
если для любого е > О существует такой номер Пд, что для всех 
номеров п > Пд и всех точек х е X выполняется неравенство 

Р (/„(л;), Дх)) < е. 

УПРАЖНЕНИЕ 9. Сформулировать и доказать критерий Коши, являю¬ 
щийся необходимым и достаточным условием равномерной сходимости 
отображений метрического пространства в полное метрическое про¬ 
странство. 

Аналогично теореме 8 п. 36.4 доказывается, что если все 
члены равномерно сходящейся последовательности отображе¬ 
ний одного метрического пространства в другое являются не¬ 
прерывными в некоторой точке, то и предельное отображение 
последовательности непрерывно в этой точке. Из этого следует, 
что предел равномерно сходящейся последовательности непре- 
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рывных отображений одного метрического пространства в дру¬ 
гое также является непрерывным отображением. В частности, 
это справедливо для числовых функций, заданных на метриче¬ 
ских пространствах. 

Пример. Рассмотрим метрическое пространство огра¬ 
ниченных и непрерывных на некотором метрическом 
пространстве X функций /, расстояние между которы¬ 
ми определяется по формуле (57.1). Так как фундаменталь¬ 
ность последовательности {/„} в смысле метрики (57.1) означа¬ 
ет, что последовательность {У^} удовлетворяет условию Коши 
равномерной сходимости на множестве X, то всякая фунда¬ 
ментальная последовательность непрерывных функций {/„} 
равномерно сходится к некоторой функции /. Эта функция /, 
как отмечалось выше, непрерывна и, как было доказано не¬ 
сколько раньше в этом пункте, ограничена на X, т. е. прина¬ 
длежит рассматриваемому пространству функций. 

Таким образом, пространство ограниченных и непрерыв¬ 
ных на метрическом пространстве X функций с метрикой 
(57.1) является полным метрическим пространством. Оно 
обозначается С(Х)* и является, очевидно, подпространством 
всех ограниченных на пространстве X функций с расстояни¬ 
ем, определенным той же формулой (57.1). 

В том случае, когда пространство X является отрезком 
числовой оси: X = [а, &], вместо С([а, Ь]) будем писать короче 
С [а, Ь]. 

В частности, так как всякая функция, непрерывная на не¬ 
котором компакте А, лежаш;ем в п-мерном евклидовом про¬ 
странстве Д", ограничена (см п. 19.4), то пространство функ¬ 
ций, непрерывных на компакте А, с расстоянием, определен¬ 
ным по формуле (57.1), является полным. В дальнейшем 
будет показано, что это верно для любых компактов (см. далее 
определение 10 в п. 57.6), а не обязательно для лежаш,их в ко¬ 
нечномерном пространстве Д". 

ЛЕММА 3. Отображение / : X ^ У метрического простран¬ 
ства X в метрическое пространство У непрерывно тогда и 
только тогда, когда прообраз каждого открытого множест¬ 
ва пространства У является открытым множеством про¬ 
странства X. 


* С — первая буква латинского слова сопйпииш — непрерывный. 
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Доказательство проводится аналогично доказательству 
теоремы в п. 36.10. Пусть / : X непрерывное отображение, 
V — открытое подмножество пространства У и I/ = — 

прообраз V при отображении /. Тогда если хе 17, ю для ок¬ 
рестности V точки Дх), согласно определению непрерывности 
в точке, суш,ествует такая окрестность 17^, что ДПц) с У и, сле¬ 
довательно, Пц с = 17. Таким образом, для каждой точки 

X & 17 суіцествует ее окрестность 17^, содержаіцаяся в 17. Это и 
означает, что 17 — открытое множество. 

Пусть при отображении / : X ^ У прообраз каждого откры¬ 
того в У множества является открытым в X множеством, тог¬ 
да для любой точки X 6 X и любой окрестности У точки Дх) 
прообраз 17 = Д^(У) открытого множества У также открыт, 
т. е. является окрестностью точки х. Таким образом, для лю¬ 
бой окрестности У точки Дх) существует такая окрестность 17 
точки X, что ДП) = У. Это гарантирует непрерывность отобра¬ 
жения / в точке X 6 X. □ 

Л Е М М А 4. Отображение / : X ^ У метрического простран¬ 
ства X в метрическое пространство У непрерывно тогда и 
только тогда, когда прообраз каждого замкнутого множе¬ 
ства пространства У является замкнутым множеством 
пространства X. 

Доказательство. Так как открытые и замкнутые мно¬ 
жества являются взаимно дополнительными (см. лемму 6 в 
п. 35.2) и прообраз дополнения множества является дополне¬ 
нием прообраза множества, то условие, что прообраз каждого 
замкнутого множества является замкнутым множеством, яв¬ 
ляется равносильным тому, что прообраз каждого открытого 
множества является открытым. Поэтому лемма 4 сразу следу¬ 
ет из леммы 3. □ 

ТЕОРЕМА 2. Композиция непрерывных отображений мет¬ 
рических пространств является непрерывным отображе¬ 
нием. 

Доказательство. Если X, У и — метрические простран¬ 
ства, у. Х^Уж§\У^2 — непрерывные отображения, то, со¬ 
гласно лемме 3, для любого открытого в 2 множества Ѳ множе¬ 
ство ^^^(Сг) является открытым в У множеством, а = 

= (^ о — открытым в X множеством. Таким образом, 

прообраз любого открытого множества при композиции § ° і 
является открытым множеством, что, в силу той же леммы 3, 
и означает непрерывность этой композиции. □ 
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в дальнейшем нам понадобится еш;е понятие непрерыв¬ 
ности отображения (функции) / = /(х, у), х & X, у ^ У, произ¬ 
ведения X X У метрических пространств X и У (в частности, 
может быть X = У) в метрическое пространство 2. 

Прежде всего, заметим, что произведение X х У метриче¬ 
ских пространств X и У преврап];ается также в метрическое 
пространство, если в нем ввести метрику р по формуле 

рі(х', у'), (х, у)) ^р^(х',х) + р^іу',у) (57.15) 

(аксиомы метрики для р легко проверяются). 

Отображение / : X х У ^ У называется непрерывным в точ¬ 
ке (Хц, Уо) е X X У, если оно непрерывно на метрическом про¬ 
странстве X X У с метрикой (57.15), т. е. если 


Ііт 


Дх, ё) = Дхц, Уо). 


57.4. Принцип сжимающих отображений 

Докажем теорему о суш;ествовании неподвижной точки у од¬ 
ного класса отображений метрических пространств в себя. Эта 
теорема имеет много разнообразных применений при доказа¬ 
тельстве суп];ествования решений и их приближенного вычис¬ 
ления для тех или иных уравнений. 

Определение 6. Отображение / : X ^ X метрического про¬ 
странства X в себя называется сжимающим, если сущест¬ 
вует такое число д, О < д < 1, что для любых точек х е X, 
у & У выполняется неравенство 

Р(Д^), Ду)) < др(л:, у). (57.16) 

Из выполнения этого условия следует, что если для любого 
е > О взять 8 = е, то для любых двух точек хе X, у е У, для ко¬ 
торых р(х, у) < 8, выполняется неравенство 

РІКх), Ку)) ур{х, у)<дЪ = де, 

( 57 . 16 ) 

т. е. сжимаюш,ее отображение равномерно непрерывно, а сле¬ 
довательно, и непрерывно в каждой точке х пространства X: 

Иш Ду) = Дх). (57.17) 

у^х 

Определение 7. Точка х е X называется неподвижной точ¬ 
кой отображения / : X ^ X, если Дх) = х. 
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ТЕОРЕМА 3 (принцип неподвижной точки Пикара—Банаха*). 

Сжимающее отображение полного метрического простран¬ 
ства в себя имеет, и притом единственную, неподвижную 
точку. 

Более того, если / : X ^ X — сжимающее отображение 
полного метрического пространства X в себя и а — его непо¬ 
движная точка: Да) = а, то для любой точки Хц е X итера¬ 
ционная последовательность 

х^,х^ = Кх^), Х2 = Дхі), + і = Дх„), ... (57.18) 

сходится к точке а, причем если отображение / удовлетво¬ 
ряет условию (57.16), то имеет место следующая оценка 
сходимости последовательности (57.18): 

р(х„, а)< ^^р(Хо, Дхо)). (57.19) 

Доказательство. Пусть для отображения / : X ^ X пол¬ 
ного метрического пространства X в себя выполняется условие 
(57.16). Выберем произвольно Хц е X и покажем, что соответ- 
ствуюіцая итерационная последовательность {х„} (см. (57.18)) 

+ і = « = 0,1,2,..., (57.20) 

является фундаментальной. 

Действительно, 

^п+і) (57=20) і), ДХ„)) др(^„-3. ^п) (57=20) 

= 9Р(Я^„ - 2 )> КХп - з)) - 2 ’ ^п- з) ( 57 = 20 ) 

= ••• 0) Ч"Р(Хо’ ^і) (57=20) 9"Р(^0’ Я^о))- (57.21) 

Поэтому 

Р(^Я> + т) < Р(Я^„, ^„ + і) + р(^„ + 1> + 2) + ••• 

• • • + Р(^« + т - 1 - + т) (5 <21, (?" + 9" ^ ^ + • • • + ^ ^ ^)р(^0- Я^о)) = 

ріТЬ _ ріБ' ТБ 

= ^ Р(^0’ КЧ)) < т^Р(^о> Кч))- (57.22) 

Так как 0 < д < 1, то 

Р(^о- Я^о)) = о 


* Ш. Э. Пикар (1856—1941) — французский математик; С. Банах 
(1892—1945) — польский математик. 
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и, следовательно, для любого е > О существует такое Пд, что 
для всех п > 

р(Хо, Дхо)) < е, (57.23) 

тогда для всех п > Пд и всех т > О будем иметь 

р(х„, х + ) < е, 

гѵ п " + '"^(57.22), 

(57.23) 

т. е. последовательность {х„} фундаментальная. В силу полно¬ 
ты пространства X, отсюда следует, что она сходится, т. е. что 
существует 

Ііт = а Е X. 

Л —^ оо п ~Г 1 

Поэтому, в силу непрерывности отображения /, 

“ = + 1 (57=20) (57=17) 

Итак, Да) = а, т. е. а — неподвижная точка отображения /. 
Перейдя к пределу в неравенстве (57.22) при оо, получим 

Р(^„> «) < і^Р(^о> Я^о))- 

Все утверждения теоремы доказаны. □ 

Отметим, что для приложений существенным является тот 
факт, что принцип сжимающих отображений дает возмож¬ 
ность не только доказать существование решения уравнения, 
но и найти его с любой точностью при помощи итерационной 
последовательности (57.18) и оценки (57.19). 

Замечание. Если некоторая степень отображения пол¬ 
ного метрического пространства в себя является сжимающим 
отображением, то само отображение имеет, и притом единст¬ 
венную, неподвижную точку. 

В самом деле, если отображение / : X ^ X полного метри¬ 
ческого пространства X в себя таково, что его п-я степень 

у/і = уо о о /,п> 1, является сжимающим отображением, то 

п раз 

у нее существует неподвижная точка х е Х,т. е. /"(х) = х; тогда 

Я^) = Я/"(^)) = ІЧКх)), 

т. е. Дх) также неподвижная точка отображения Но такая 
точка, согласно доказанной теореме, единственная, следова¬ 
тельно, 

Дх) = X. 
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Пример. Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра* 
х{і) = х( К{і, 8) X {8)(І8 + Г(і), (57.24) 

а 

где К{і, з) и ДО — заданные непрерывные функции: функция 
/ на отрезке [а, Ь], а функция К на квадрате Я = [а, Щ х [а, Ь], 
X — некоторое число. 

Оператор А(д:), определяемый формулой 

А{х) =* X I К(і, 8) X {8)а8 + т, (57.25) 

а 

отображает полное пространство непрерывных функций С [а, Ь] 
(см. пример в п. 57.3) в себя. В самом деле, пусть функция х(і) 
непрерывна на отрезке [а, Ь]. Имеем 

\А{х) Іі + Аі)-А(х) (01^5 < 25 ) 

< |Я,| I I Щі + Аі, 8) - К(і, 8)11 Х(8) Іс^з + \Г(і + Аі) - ЯОІ < 

< \Х\ со (К; |Аі|) вир |х (8)|(б - а) + \Г(і + Аі) - Г(і)\, 

[а, 6] 

і & [а, Щ, і + Аі & [а, Ъ], (57.26) 

где со {К, |Аі|) — модуль непрерывности функции К на квадра¬ 
те Я. в силу непрерывности функции х(8) на отрезке [а, Ь], она 
ограничена на нем: 

вир |х(8)| <-Ьоо, (57.27) 

[а, Ь] 

а в силу непрерывности функции К{і, з) на квадрате Я, она 
равномерно непрерывна на нем: 

Ит со(ііГ; |А^|) = 0. (57.28) 

Д( —> о 

Наконец, в силу непрерывности функции /, 

Ит \/(і + Аі)-/(і)\=0. (57.29) 

Ді ^ о 

Поэтому 

Ит [А.(х) (і + Аі) - А{х) (01 = 0, 

Ді ^ о 

т. е. функция А(х)(і) непрерывна на отрезке [а, Щ. 

Таким образом, действительно, если х е С[а, Ь], то иА(х) е 
е С [а, Ъ]. 

* В. Вольтерра (1860—1940) — итальянский математик. 
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Оценим расстояние между образами двух функций при 
отображении А. Напомним, что расстояние в пространстве 
С [а, Ь] определяется по формуле 

р(л:^, Х 2 ) = 1^1 (^) “ ^ 2 (^) 1 ’ ^ С[а, б], Х 2 е С[а, Ь]. 


Пусть 


тогда 


с = тах I К{і, 8)1, 


\А{х,)Ц)-А{Х2) (І)і (57=25) 


% I К{І, 8 ) [Х 7 ( 8 ) - Х 2 ( 8 )]с ?8 


< ІХІ сіі - а) р (Хі, хА. 

(57.30) ' ' / г V 1 2/ 


(57.30) 


< 

(57.30) 

(57.31) 


Поэтому 

|А2(Хі)(0-А2(Х2)(і)|(д = ^) 


Я.| КЦ, 8 )(А(Хі)( 8 )-Л(Х 2 )( 8 ))сг 8 < 

а (57.^0) 


< |Я.| с I |Л(Х 7 )( 8 ) -Л(Х 2 )( 8 )|с ?8 С^р(Х 7 , Х 2 ) | (з - а)<іі = 


- а)^ 


р(л:^, Х2), а < і < Ь. 


Аналогично 


\А'^{x-^) (0 -А’^{х2) (ОІ < ^ ^ Р(л:і, Х 2 ) < 


< 


'к’^с'^(Ь - а)" 


р (х^, Х 2 ), ті 1 , 3, ... . 


Выбрав п так, чтобы 


'К’^с’^{Ь - а)« 
п\ 


< 1 , получим, что для этого п 


отображение Л" будет сжимающим отображением пространст¬ 
ва С[а, Ь] в себя, поэтому уравнение Вольтерра (57.24) при лю¬ 
бом Я, имеет, и притом единственное, непрерывное решение. 


УПРАЖНЕНИЕ 10. Привести пример такого отображения / полного 
метрического пространства X в себя, у которого для любых двух точек 
же X, г/ е У выполняется условие р(/(ж), /(у)) < р(ж, у), но нет неподвиж¬ 
ной точки. 


57.5. Пополнение метрических пространств 

Полные метрические пространства благодаря наличию у них 
доказанных выше свойств играют важную роль в математике. 
Поэтому весьма существенным является то обстоятельство, что 
всякое метрическое пространство содержится, как это будет 
сказано, в полном метрическом пространстве. 
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Определение 8. Множество А метрического пространства 
X называется плотным в пространстве X, если замыка¬ 
ние А множества А совпадает с пространством X •. А = X. 

Например, множество рациональных чисел плотно в мно¬ 
жестве действительных чисел. 

Очевидно, что свойство множества быть плотным в простран¬ 
стве сохраняется при изометрических отображениях этого про¬ 
странства. 

Определение 9. Полное метрическое пространство X* назы¬ 
вается пополнением метрического пространства X, если X 

содержится в X* и плотно в нем: X с X*, X = X*. 

Например, множество действительных чисел является по¬ 
полнением множества рациональных чисел. 

Отметим, что если метрическое пространство X' изомет- 
рично пространству X ж X имеет пополнение X*, то и про¬ 
странство X' имеет пополнение. Чтобы убедиться в этом, до¬ 
статочно произвести отождествление соответствуюп];их при 
изометрическом отображении элементов пространств X' ж X 
(см. п. 57.1). 

Покажем, что для всякого неполного метрического про¬ 
странства суіцествует его пополнение, т. е. покажем, что всякое 
неполное метрическое пространство является плотным подмно¬ 
жеством в некотором полном метрическом пространстве. 
ТЕОРЕМА 4. Для всякого метрического пространства су¬ 
ществует его пополнение. 

Доказательство. 

I. Конструкция пополнения X* заданно¬ 
го метрического пространствах. Две последо¬ 
вательности {хД ж {уД элементов пространства X назовем 
эквивалентными, если 

= (57.32) 

Эквивалентность двух последовательностей {хД ж {уД обо¬ 
значается символом {хД ~ {уД; она обладает следующими свой¬ 
ствами: 

1°. Всякая последовательность {хД эквивалентна сама 
себе: {хД ~ {хД. 

2°. Если {хД ~ {уД, то {уД ~ {хД. 

3°. Если {хД ~ {уД, а {уД ~ {гД, то {хД ~ {гД. 
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Нас будут интересовать только фундаментальные последо¬ 
вательности пространства X. Их множество распадается на не- 
пересекающиеся классы эквивалентных между собой последо¬ 
вательностей. Обозначим эти классы через х*, у*, г*, , а их 

совокупность — через X*. Если фундаментальная последова¬ 
тельность {х^ содержится в классе х*, то будем, как обычно, 
это записывать следующим образом: {x^ е х*. 

II. Определение расстояния р*(х*, у*) в X*. 
Пусть {х„} и {у^^} — две фундаментальные последовательности 
метрического пространства X. Тогда числовая последова¬ 
тельность р{х^, у^ также фундаментальна, т. е. удовлетворяет 
условию Копіи (см. п. 4.7). Действительно, для любых номе¬ 
ров пит 

р(^„- Уп) < Ут) + р(^т’ Ут) + Р(Ут’ Уп)^ 

откуда, в силу симметрии индексов пит, 

1р(^п’ Уп) - р(^т- Ут)\ < р(^«> ^т) + Р(У«> Ут)- (57.33) 

Из фундаментальности последовательностей {д;„} и {у„} сле¬ 
дует, что для любого числа е > О существует такой номер п^, 
что для всех номеров п> п^и т> п^ выполняются неравенства 

Р(Xп’Ут)<^/^‘’ Р(і/„>І/т)<е/2. (57.34) 

Из (57.33) и (57.34) для п > п^и т > п^ получаем 
1Р(^«> Уп) - Р(^т- Ут)\ < е- 

Следовательно, числовая последовательность {р(х^, у^} явля¬ 
ется фундаментальной, т. е. удовлетворяет условию Коши, по¬ 
этому сходится. 

Пусть {х^ 6 X*, {у^} 6 у*. Положим, по определению, 

Н 0;Р 

рЧх\у^) = 1т^р(х„,у„). (57.35) 

В силу доказанного, указанный предел существует. Покажем, 
что так определенная функция р*(х*, у*) не зависит от выбора 
фундаментальных последовательностей {х^ е х*, {у^ е г/* и 
удовлетворяет аксиомам расстояния. 

Пусть {х„} е х*, {х;} 6 х*, {у„} е у*, {у'^ е у\ Тогда 

Р(^„> Уп) < Р(^п> ^п) + Р(^п^ Уп) + Р(Уп^ Уп) 

и поэтому 

\Р(^П’ Уп) - Р(^ю Уп)\ < Р(^п- К) + Р(Уп^ Уп)- 
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в силу эквивалентности последовательностей {х^}, {х'} и соот¬ 
ветственно {у^, {у^}. получим (см. (57.32)) 

У ' п ) = О 

и, следовательно, 

Уп) = Р(^я’ Уп^- 

III. Проверка аксиом расстояния для р”(х*, у*). 
Пусть {x^ е X*, {у„} 6 у*, { 2 ^ е г*. Прежде всего, так как 
р(х„, у„) > О, га = 1, 2, ... , то, перейдя к пределу в этом нера¬ 
венстве при га ^ оо, согласно определению (57.35), получим 
р*(х*, /) > 0. 

Если р*(х*, у*) = о, то Ип^ (х^, у^ = 0, т. е. последователь¬ 
ности {х^ и {у^ эквивалентны, что означает совпадение эле¬ 
ментов X* и у* : X* = у*. Из равенства р(х^, у^ = р(у„, х„), перей¬ 
дя к пределу при га ^ оо, получим р*(х*, у*) = р*(у*, х*), а из не¬ 
равенства р(х„, і/„) < р(х„, 2 „) + р( 2 „, і/„) имеем 

р*(х*, у*) < р*(х*, 2 *) + р*( 2 *, у*). 

Итак, X* является метрическим пространством. 

IV. Построение подпространства простран¬ 
ства X*, изометричного пространству X. 
Пусть X 6 X. Стационарная последовательность х^ = х, га = 1, 
2, ... , очевидно, фундаментальная. Поставим в соответствие 
каждому X 6 X точку х* е X* такую, что {х} е х*. Если при 
указанном соответствии точке х соответствует точка х*, а точ¬ 
ке у — точка у*, то, очевидно, при х ^ у будем иметь х* ^ у*, 
причем р*(х*, у*) = 1і^ р(х, у) = р(х, у), т. е. указанное соот¬ 
ветствие осуш,ествляет взаимно-однозначное изометрическое 
соответствие между пространством X и некоторым подмноже¬ 
ством X' пространства X*. 

Точку X* пространства X*, соответствуюш,ую при рассматри¬ 
ваемом соответствии точке х е X, будем для простоты обозна¬ 
чать также через х, а пространство X' — через X. Можно счи¬ 
тать, что мы просто отождествили соответствуюіцие точки про¬ 
странств X и X' (см. замечание после определения 2). В этих 
обозначениях имеем изометрическое включение X с X*. 

V. Доказательство плотности X в X*. Пока¬ 
жем, что каждая точка х* пространства X* является точкой 
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прикосновения множества X. Для этого достаточно показать, 
что для любой точки X* е X* суп];ествует последовательность 
е X, п = 1, 2, , сходяп];аяся к х*. 

Пусть X* е X* и {х^ е х*, х^ е X. Точку пространства X*, со¬ 
держащую фундаментальную последовательность, все члены ко¬ 
торой равны одной и той же точке х^, будем обозначать, соглас¬ 
но сделанному выпіе соглашению, также через х„. Докажем, что 
последовательность {х^}, х^ е X*, сходится к точке х* е X*. 

В формуле (57.35) расстояния р*(х*, хД возьмем для точки 
х„ е X* стационарную последовательность {х„, х„, ... , х„, ...}, 
а для точки X* — данную последовательность {х^}, в которой 
для удобства индекс п заменим на т\ {х^^ е х*. Тогда 

р*(х*, хД = р(х^, хД. 

Выберем произвольно е > 0. Из фундаментальности после¬ 
довательности {х^} следует, что существует такой номер п^, 
что для всех номеров п > п^пт > выполняется неравенство 

< е/2. 

Перейдя в этом неравенстве к пределу при т ^ оо, получим 
рДх*, х„) < е/2 < е, 

т. е. ІІП1 р*(х*, х) = о, что означает, что х* является точкой 

Л ^ оо ’ 

прикосновения множества X. Итак, X = X*. 

VI. Доказательство полноты пространст- 
в а X*. Пусть {хД — фундаментальная последовательность то¬ 
чек пространства X*, х„ е X и р*(хД x^ < 1/п, п = 1, 2, ... . 
Такие точки х„ существуют в силу плотности X в X*. 

Последовательность {х^} фундаментальная. Действитель¬ 
но, замечая, что 


р*(х„, x^ < р*(х„, хД + рДхД х;) + рДх^, x^ < 


< - + р*(хД X*) + - , 

выберем номер так, чтобы для всех номеров п > л т > 
выполнялись неравенства 

р*(х* х*)<- -<- — <- 

Р п 3^ т 3- 
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Тогда для указанных номеров будем иметь 

р(х„, X^ = р*(х„, < I + I + I = е, (57.36) 

т. е. последовательность {х„} — фундаментальная. 

Обозначим через х* класс эквивалентных последовательнос¬ 
тей, которому принадлежит последовательность (х^}. Очевидно, 

р*(х*, хі) < р*(х*, х„) + р*(х„, хі) = р*(х*, х„) + і. 

Но из (57.36) при т ^ оо и п > п,; получим 

р*(х*, х„) = р(х„„ х„) < е. 

Следовательно, 

Ііт р*(х*, х„) = О, 

поэтому и 

Ит р*(х*, х*) = 0. 

Таким образом, мы доказали, что данная фундаменталь¬ 
ная последовательность {х*} сходится в X*. Полнота X* дока¬ 
зана. □ 

Замечание. В применении к пространству рациональ¬ 
ных чисел X = ^ доказательство теоремы 1 дает метод постро¬ 
ения множества X* = В, действительных чисел исходя из мно¬ 
жества рациональных чисел. 

УПРАЖНЕНИЕ 11. Доказать, что с точностью до изометрических про¬ 
странств пополнение метрического пространства единственно. 


57.6. Компакты 

По аналогии со случаем евклидовых пространств (см. опреде¬ 
ление 29 в и. 35.3) дадим следующее определение. 
Определение 10. Множество метрического пространства 
называется компактом, если из любой последовательности 
его точек можно выделить подпоследовательность, сходя¬ 
щуюся к его точке. 

Ясно, что компакт является замкнутым множеством в лю¬ 
бом содержащем его метрическом пространстве. Действитель¬ 
но, если Е с X, X — метрическое пространство, Е — компакт и 
X — его точка прикосновения, то существует такая последова¬ 
тельность х„ 6 X, п = 1, 2, ... , что Ит х„ = х. Согласно опреде- 

оо “ 

лению компакта, из этой последовательности можно выделить 
сходящуюся к некоторой точке компакта Е подпоследователь- 
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ность. Так как этой точкой может являться только х, то л: е Е. 
Это и означает замкнутость компакта Е в пространстве X. 

Очевидно также, что всякое замкнутое подмножество ком¬ 
пакта является компактом. 

УПРАЖНЕНИЕ 12. Доказать, что два непустых непересекающихся 
замкнутых множества метрического пространства, из которых хотя бы 
одно является компактом, находятся на положительном расстоянии (оп¬ 
ределите понятие расстояния между двумя множествами метрического 
пространства). 

Определение 11. ІТусть Е подмножество метрического про¬ 
странства X и г> а. Множество А с X называется е-сетъю 
для множества Е, если для любой точки х & Е существует 
такая точка у е А, что 

р(х, у) < е. 

Определение 12. Множество Е метрического пространства 
X называется вполне ограниченным, если для него при лю¬ 
бом е > О в пространстве X существует конечная г-сетъ. 

УПРАЖНЕНИЕ 13. Доказать, что если множество вполне ограничено в 
некотором метрическом пространстве, то для этого множества при лю¬ 
бом е > О существует конечная е-сеть, состоящая только из его точек. 

Легко убедиться, что всякое вполне ограниченное множе¬ 
ство является ограниченным. Действительно, если Е — впол¬ 
не ограниченное множество, то для него, например при е = 1, 
существует конечная е-сеть а^, а 2 , ... , Поэтому, каковы бы 
ни были точки & Е п Х 2 ^ Е, для них существуют такие а„ 
и а„^, что р(х^, < 1, р(х 2 , а„^) < 1. Следовательно, 

р(Хі, Х2) < р(хі, а„^) -Ь р(а„^, а„^) + р(а„^, Х2) < 

<2-1- ніах р(а,, аЛ 

і,І = 1,2, ... ,п ‘ 

И, таким образом, диаметр Діані Е множества Е не превосхо¬ 
дит конечной величины 2 -I- ніах р(а;, а,). 

і, 1=1,2 . п ‘ 

Обратное неверно: существуют ограниченные множества, 
не являющиеся вполне ограниченными. 

Пример 1. Рассмотрим множество Е точек = (О, О, ... 
..., О, 1, О, ...) гильбертова пространства І 2 (см. пример 6 в 

п. 57.1), т. е. точек (х^, ... , х„, ...), ^ У которых га-я 

п = 1 

координата равна единице, а все остальные равны нулю. Оче¬ 
видно, 

р(е„, е^ = Ѵ2, п^т, п,т = 1,2,..., (57.37) 
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и, таким образом, сііаті^ = л/2, следовательно, множество Е 
ограничено. 

Вместе с тем из выполнения условия (57.37) следует, что 
для множества Е нет конечной е-сети ни при каком е: 

0<е<Ѵ2/2. (57.38) 

В самом деле, если бы нашлась такая е-сеть: А = {а^, Нз, ... 
..., а^}, то для каждого е„, га = 1, 2, ... , нашелся бы такой эле¬ 
мент этой е-сети, что 

Ріеп^а^^<г. 

Так как число элементов е-сети А конечно, а число элементов 
множества Е бесконечно, то найдется номер для которого 
суш;ествуют по крайней мере два таких различных элемента 
и е^, что 

Поэтому 

Р(е„, < р(е„, а^^) + р(а;^, е^ < 2е 42 , 

а это противоречит равенству (57.37). 

Отметим, что из элементов множества Е = {е^ нельзя соста¬ 
вить никакой фундаментальной последовательности, кроме ста¬ 
ционарной с некоторого номера. Это сразу следует из выполне¬ 
ния равенства (57.37). Поэтому последовательность {е^ не содер¬ 
жит сходяіцихся подпоследовательностей (так как всякая 
сходяш;аяся последовательность фундаментальная) и, следова¬ 
тельно, множество Е не является компактом. 

Вместе с тем множество Е представляет собой замкнутое 
множество: если бы нашлась какая-либо точка прикоснове¬ 
ния X множества Е, не содержаш,аяся в нем, то нашлась бы по¬ 
следовательность, состояіцая из различных точек множества 
Е = {е„} и сходяш;аяся к точке х. Эта последовательность была 
бы фундаментальной, что противоречит сказанному выше. 

Итак, множество Е = {е„} является ограниченным замкну¬ 
тым множеством, которое не есть компакт. Этот пример пока¬ 
зывает, что теорема о том, что в конечномерном пространст¬ 
ве і?" свойство множества быть компактом равносильно огра¬ 
ниченности и замкнутости множества (см. теорему 3 в п. 35.3), 
не имеет прямого аналога в случае произвольных метриче¬ 
ских пространств. Кроме того, этот пример показывает, что 
гильбертово пространство не изометрично никакому конечно- 
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мерному пространству, так как в последнем из ограниченнос¬ 
ти и замкнутости множества следует, что оно является ком¬ 
пактом. 

Примером вполне ограниченных множеств являются все 
конечные подмножества метрических пространств, а также 
все ограниченные множества в конечномерных евклидовых 
пространствах. 

УПРАЖНЕНИЕ 14. Доказать, что всякое ограниченное в й" множество 
является и вполне ограниченным. 

Нетривиальным примером вполне ограниченного множе¬ 
ства в бесконечномерном пространстве является так называе¬ 
мый гильбертов кирпич. 


Пример 2. Множество точек X = (х^, ..., ...) гиль¬ 

бертова пространства І 2 , координаты которых удовлетворяют 


условию 


х„ 


< /г = 1, 2, 

п 


(57.39) 


называется гильбертовым кирпичом. 

Иногда гильбертовым кирпичом называют множество та¬ 
ких точек X = (х^, ... , ...) е І 2 , для координат которых вы¬ 


полняются неравенства |х„ 


< — 
2 " ’ 


га = 1, 2, 


поскольку у 


обычного кирпича длина в два раза больше ширины, а шири¬ 
на в два раза больше толш,ины. Мы будем придерживаться ус¬ 
ловия (57.39). 

Докажем, что гильбертов кирпич является вполне ог¬ 
раниченным множеством. Каково бы ни было е > О, выберем га 
так, чтобы 


тп 




(57.40) 


и обозначим через га-мерный параллелепипед, являюш,ийся 
проекцией гильбертова кирпича в Д", иначе говоря, — это 
множество тех точек у которых все координаты начиная с 
(га -Ь 1)-й равны нулю: х = (х^, ..., х„, 0, ... , 0, ...). Множество 

ограничено в Д" и поэтому у него имеется конечная ^ -сеть: А = 
= (а^, 02 , ... , Выберем произвольно точку х = (х^, ..., х^, ...) е 
6 и обозначим через ее проекцию в пространство Д": 

х<") = (Хі, ..., х„, о, ... , о, ...). (57.41) 
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Так как е то для нее существует такая точка | -сети А, 
что 

р(х("),а;)<е/2, (57.42) 

тогда 

р(х, Н;) < р(х, -Ь р(л:("), а) 

(57.42)’ 


< 




(57.39) 


~+іт‘ 


+ 9 < Е, 

2 (57.40) 


т. е. множество А является е-сетью и для гильбертова кирпича. 

Нетрудно убедиться, что из того, что гильбертов кирпич 
задается нестрогими неравенствами (57.39), следует, что он 
является замкнутым множеством. Таким образом, он пред¬ 
ставляет собой замкнутое вполне ограниченное множество. 

Л Е М М А 5. Множество вполне ограничено тогда и только 
тогда, когда каждая последовательность этого множества 
содержит фундаментальную подпоследовательность. 
Доказательство. 1) Пусть Е — вполне ограниченное 
подмножество метрического пространства X и задана после¬ 
довательность п = 1, 2, .... Зафиксируем произвольно 

е > 0; для него существует | -сеть А = {а^, ... , а^}, а^ & X, і = 
= 1, 2, ... , й, множества Е. Согласно определению | -сети, име¬ 


ет место включение 




Поэтому найдется такая точка а^, в | -окрестности которой со¬ 
держится бесконечно много членов последовательности {х^}, 

тогда существует и подпоследовательность е 7/ | ^, 

т = 1, 2, ... ; для нее 

р(х„ , )<р(л:„ ,а^) + р(а^,x^ ) < | -Ь | = е, 

т. е. диаметр множества значений последовательности не пре¬ 
вышает е. 

Возьмем теперь е = 1 и из заданной последовательности 
выделим подпоследовательность 

Хц, ^12’ *'* ’ ^1/п’ **• ’ (57.43) 
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диаметр множества значений которой не превышает 1 (здесь 
Хіт = В смысле предыдуш;ей записи). Из последователь¬ 
ности (57.43) выделим подпоследовательность 

^ 21 ’ ^ 22 ’ ••• ’ ^2т’ ••• ’ 

диаметр множества значений которой не превышает 1/р. Про¬ 
должая этот процесс, получим последовательность 

^р2’ ••• ’ ^рт'> ••• ’ Р ~ ••• ’ 

диаметр множества значений которой не превышает 1/р, и т. д. 
Составим диагональную последовательность 

^ 11 ’ ^ 22 ’ ••• ’ ^тт' •" • (57.44) 

В силу своего построения, она является подпоследовательно¬ 
стью каждой из построенных выше последовательностей. По¬ 
этому, каково бы ни было е > О, выбрав так, чтобы 1/т^ < е, 
получим, что для любых и Шз > выполняется нера¬ 

венство 

т. е. последовательность (57.44) фундаментальная. 

2) Пусть множество Е метрического пространства X не 
вполне ограничено. Это означает, что суш;ествует такое е > О, 
что для множества Е в пространстве X не суіцествует конеч¬ 
ной е-сети. Выберем произвольно точку е Е. По предполо¬ 
жению, она не образует для множества Е е-сети. Поэтому су¬ 
ществует такая точка лгз е Е, что р (х^, Хз) > е. Пусть в множе¬ 
стве Е уже выбраны такие точки х^, Х 3 , ... , х„, что р (х^, Ху) > е, 
І, і, І = 1, 2, , п. Так как множество этих точек не являет¬ 

ся е-сетью для множества Е, то в нем существует такая точка 
(обозначим ее х„_|_ ^), что р (х^, х^^ ^) > е, і = 1, 2, ... , п. Продол¬ 
жая этот процесс, получим последовательность таких точек 
х^^ & Е, п = 1, 2, ... , что р (х„, х^) > г, п ^ т, п, т = 1, 2, ... . 
Ясно, что эта последовательность не содержит фундаменталь¬ 
ной подпоследовательности. □ 

ЛЕММА 6. Полное вполне ограниченное подмножество мет¬ 
рического пространства является компактом. 

Доказательство. Если подмножество Е метрического 
пространства вполне ограничено и полно (будучи подмножест¬ 
вом метрического пространства, оно само является метриче¬ 
ским пространством, к которому здесь и применяется понятие 
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полноты, см. определение 5 в п. 57.2), то из всякой последова¬ 
тельности его точек, в силу его вполне ограниченности, можно 
выделить фундаментальную подпоследовательность (лемма 5), а 
всякая его фундаментальная последовательность, в силу его пол¬ 
ноты, сходится к некоторой его точке, т. е. множество Е является 
компактом. □ 

ТЕОРЕМА 5. Метрическое пространство является ком¬ 
пактом тогда и только тогда, когда оно вполне ограничено 
и полно. 

СЛЕДСТВИЕ. Компакт является ограниченным множест¬ 
вом в любом содержащем его метрическом пространстве. 

Доказательство. Если метрическое пространство X явля¬ 
ется компактом, то, какова бы ни была фундаментальная по¬ 
следовательность {х^} его точек, из нее, как и вообще из всякой 
последовательности компакта, можно выделить сходящуюся 
подпоследовательность. К пределу этой подпоследовательности 
будет сходиться и вся последовательность {х^} в силу своей фун¬ 
даментальности. Тем самым доказано, что в пространстве X 
сходится любая фундаментальная последовательность, т. е. что 
оно является полным метрическим пространством. 

Далее, так как всякая последовательность точек компак¬ 
та X содержит сходящуюся, а следовательно, и фундамен¬ 
тальную подпоследовательность, то, по лемме 5, компакт X 
вполне ограничен. 

Обратное утверждение является частным случаем леммы 6 , 
когда подмножество метрического пространства совпадает со 
всем пространством. 

Следствие вытекает из того, что всякое вполне ограничен¬ 
ное множество является ограниченным. 

ТЕОРЕМА 6. Для того чтобы подмножество полного метри¬ 
ческого пространства было компактом, необходимо и доста¬ 
точно, чтобы оно было замкнутым и вполне ограниченным. 

Доказательство. Действительно, замкнутое подмножест¬ 
во полного пространства также является полным метрическим 
пространством. Поэтому достаточность условия замкнутости и 
вполне ограниченности подмножества полного метрического 
пространства для того, чтобы оно являлось компактом, сразу 
следует из теоремы 5. 

Наоборот, если подмножество полного метрического про¬ 
странства является компактом, то оно замкнуто в этом про¬ 
странстве, так как (это было показано выше, сразу после опре- 
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деления 10) оно замкнуто в любом содержащем его метриче¬ 
ском пространстве. Кроме того, из той же теоремы 5 следует, 
что оно и вполне ограничено. □ 

Теорема б является обобщением теоремы 3 из п. 35.3: в 
критерии компактности подмножества произвольного полно¬ 
го метрического условие ограниченности этого подмножества, 
имевшее место при X = Д", заменяется условием вполне огра¬ 
ниченности. 

Пример 3. Гильбертов кирпич (см. пример 2) явля¬ 
ется компактом. Действительно, гильбертово пространство 
является полным (см. пример в п. 57.2), а выше было показа¬ 
но, что множество вполне ограничено и замкнуто (см. при¬ 
мер 2), поэтому то, что оно является компактом, сразу следует 
из теоремы 6. 

Определение 13. Метрическое пространство называется се¬ 
парабельным, если оно содержит конечное или счетное плот¬ 
ное в себе множество. 

ТЕОРЕМА 7. Компакт является сепарабельным метриче¬ 
ским пространством. 

Доказательство. Пусть X является конечной 

- -сетью компакта X, п = 1, 2, ... , и 
п 

А= и А„. (57.45) 

Тогда множество А как счетная сумма конечных множеств 
является счетным множеством. Очевидно, А представляет со¬ 
бой и всюду плотное в X множество. В самом деле, какова бы 
ни была точка л: е X и число е > 0, выбрав п так, чтобы 1/п < е, 
и точку а е так, чтобы р(л:, а) < 1/п (возможность такого 
выбора следует из определения 1/п-сети), получим р(л:, а) < е, 
где а е А^, т. е. счетное множество А плотно в компакте X. □ 

Аналогично конечномерному случаю (см. п. 35.3) введем 
понятие покрытия множества. 

Если Е — подмножество некоторого множества X, то 
всякая система множеств с X, а е ()Ц — некоторое 
множество индексов а) такая, что Хеи Х„, называется 
покрытием множества X. 

Если покрытие {Х^^} множества X состоит из конечного, со¬ 
ответственно счетного, множества множеств Х^, то оно назы¬ 
вается конечным, соответственно счетным, покрытием. 


117 



ЛЕММА 7. Из всякого покрытия сепарабельного метрическо¬ 
го пространства открытыми множествами можно выде¬ 
лить конечное или счетное покрытие. 

Доказательство. Пусть {(7^^} — покрытие сепарабельного 
метрического пространства X открытыми множествами 
а е 31, {а^} — счетное всюду плотное в пространстве X множе¬ 
ство и — каким-либо образом занумерованное множество 
всех рациональных чисел. Так как {б'ц} покрытие пространст¬ 
ва X, то для любой точки X 6 X суіцествует содержащее ее 
множество Сщ е {б'ц} : х е Сщ. Из открытости множества Ощ 
следует существование такого 8 > О, что 

г7(х,8)сС„^. (57.46) 

В силу плотности множества {а„} в пространстве X, найдет¬ 
ся такое п, что 

р(х, а„) < 8/2. 


Выберем какое-либо рациональное число так, чтобы 


тогда 

В самом деле, если 


р(х, а„)<г^< 8/2, 
с СЦц. 
і/е П(а„, 


то 

р(у, х) < р(і/, а„) -Ь р(а„, х) < г„ + < 8, 

кѵ». п > п ’ -'(57.47)^ гп ™ (57.47) 

(57.48) 


(57.47) 

(57.48) 


т. е. 

и е ІІ(х, 8) с Саг.. 

^ V . / (47 40) о 

Таким образом, каждой точке х е X и каждому такому 
множеству Са^ е {С^^}, что х е Са^, соответствует пара нату¬ 
ральных чисел (т, п), для которой 


X 6 [/(а , г ) с (^ац. (57.49) 

( 57 . 47 ) ^ п т' Ь 

Выберем для каждой из указанных окрестностей г^) 

по одному содержащему ее множеству и обозначим его С^^ 
(среди множеств С^^ с разными индексами могут оказаться 
множества с одинаковыми индексами, в таком случае вы¬ 
берем одно из них). Система {С^^, конечная или счетная, яв¬ 
ляется подсистемой данной системы {Стц} и, в силу соотноше¬ 
ния (57.49), образует покрытие пространств X. □ 


118 



л Е М М А 8. В компакте любая последовательность непус¬ 
тых замкнутых множеств, последовательно вложенных 
друг в друга, имеет непустое пересечение. 
Доказательство. Пусть X — компакт и {Р^ — такая по¬ 
следовательность его замкнутых множеств, что 

. (57.50) 

Выберем в каждом Р^ по точке х^: 

^гг^Рп- (57.51) 

Из того, что X — компакт, следует, что последователь¬ 
ность {х^ содержит сходяптуюся подпоследовательность 

Ині х„ = X. 

к^оо ’Т'к 

Для любого к = 1, 2, ... , в силу условий (57.50) и (57.51), 
все члены последовательности ...} принадлежат 

множеству Вп^, а так как эта последовательность сходится к х 
и Р^^ — замкнутое множество, то х е Р^^ при любом п, т. е. 

оо 

X 6 (Л Р„ . 

к = 1 "а 

Но, в силу условия (57.50), имеет место равенство 


П = П Р„, 


и, следовательно, хе П Р„. □ 

ЛЕММА 9. Пусть X — метрическое пространство и {0^, 
п = 1, 2, ... , — его счетное покрытие открытыми множест¬ 
вами'. 

Х = ^1С„. (57.52) 

Положим 

с: (57.53) 

Р„ = Х\01, (57.54) 

тогда {С*} будет открытым покрытием пространства X: 

Х=Ъ0І, (57.55) 

множества С* будут последовательно содержаться друг в 
друге'. 

+ , (57.56) 
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будут замкнутыми множествами, последовательно вло¬ 
женными друг в друга'. 

...^Рп^Рп + і^ ^ (57.57) 


с пустым пересечением: 

^}^п = 0. (57.58) 


СЛЕДСТВИЕ 1. Если в метрическом пространстве пересече¬ 
ние любой последовательности непустых замкнутых мно¬ 
жеств, последовательно вложенных друг в друга, не пусто, 
то из любого счетного покрытия этого пространства откры¬ 
тыми множествами можно выделить конечное покрытие. 
СЛЕДСТВИЕ 2. Если в сепарабельном метрическом про¬ 
странстве пересечение любой последовательности непус¬ 
тых замкнутых множеств, последовательно вложенных 
друг в друга, не пусто, то из любого покрытия этого про¬ 
странства открытыми множествами можно выделить ко¬ 
нечное покрытие. 


Доказательство. Множества С* (см. (57.53)) являются от¬ 
крытыми множествами, так как они представляют собой сумму 
конечной совокупности открытых множеств С-^, С 2 , ..., <?„. По¬ 
этому из формулы (57.54) следует, что множества Р,^ являются 
замкнутыми. Из формул (57.53) следуют также соотношение 


и и I) Си = 

л = 1 ^ (57.53) п = 1к = 1 ^ 


(57752)^ 


(это означает, что система {(7*} образует покрытие простран¬ 
ства X) и включения (57.56). Из определения множеств Р^ 
(см. (57.54)) и вложений (57.56) следуют включения (57.57). 
Наконец, 


„ОЛ ,5X54) \ ^ \ ,5X55) ^ \ ^ - 0- □ 

Доказательство следствия 1. Если {(7„} — счетное 
покрытие пространства X открытыми множествами и пересече¬ 
ние любой последовательности непустых замкнутых множеств, 
последовательно вложенных друг в друга, не пусто, то равенст¬ 
во (57.58) возможно только в том случае, если суш,ествует та¬ 
кой номер п = Пр, что множество Р^^ является пустым: Р^^ = 0. 

В силу формул (57.54), это означает, что X = С*^, т. е. что 

По 

X = и Си. 

к = 1 '' 
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Таким образом, любое счетное покрытие {0^ пространства 
X содержит конечное С 2 , 

Доказательство следствия 2. Если метрическое 
пространство сепарабельно, то из любого его покрытия откры¬ 
тыми множествами можно, согласно лемме 7, выделить счет¬ 
ное покрытие, а из него по следствию 1 — конечное. □ 
ТЕОРЕМА 8. Для того чтобы метрическое пространство 
было компактом, необходимо и достаточно, чтобы из любо¬ 
го его покрытия открытыми множествами можно было вы¬ 
делить конечное покрытие. 

Доказательство. Необходимость сразу следует из теоре¬ 
мы 7, леммы 8 и следствия 2 леммы 9. Докажем достаточ¬ 
ность. 

Пусть из любого покрытия метрического пространства X 
открытыми множествами можно выделить конечное покры¬ 
тие. Допустим, что X не является компактом, т. е. что сущест¬ 
вует последовательность е Х,п = \,2, ... , из которой нельзя 
выделить сходящуюся подпоследовательность. Следователь¬ 
но, какова бы ни была точка х е X, она не является частичным 
пределом последовательности {хД. Поэтому у каждой точки 
X 6 X найдется окрестность (обозначим ее через ОД, содержа¬ 
щая лишь конечное множество элементов последовательности 
{х,^}. Таким образом, каждая точка х е X принадлежит соот¬ 
ветствующему открытому множеству О^, а это означает, что 
система всех множеств 0^ образует покрытие пространства X: 

Согласно предположению, из этого покрытия можно выде¬ 
лить конечное покрытие пространства X. Пусть его образуют 
множества 

0^ , 0^ , ... , 0^ . (57.59) 

Каждое множество этой системы содержит лишь конечное 
множество членов последовательности {хД. Следовательно, и 
все множества этой системы содержат только конечное множе¬ 
ство членов рассматриваемой последовательности. Это, одна¬ 
ко, невозможно, так как, покрывая пространство X, множест¬ 
ва (57.59) должны содержать все элементы последовательности 
{х^}, которых бесконечно много. Полученное противоречие до¬ 
казывает, что множество X является компактом. □ 
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Заметим, что так как для всякого подмножества X метри¬ 
ческого пространства У множество С с X открыто в X тогда и 
только тогда, когда оно является пересечением с X открытого в 
У множества, то в лемме 7 и в теореме 8 рассматриваемые там 
метрические пространства X могут являться подпространства¬ 
ми других метрических пространств У и элементы покрытий 
{Стд} пространств X могут быть открытыми в У множествами. 

ТЕОРЕМА 9. Для того чтобы сепарабельное метрическое 
пространство было компактом, необходимо и достаточно, 
чтобы любая последовательность его непустых замкнутых 
множеств, последовательно вложенных друг в друга, имела 
непустое пересечение. 

Доказательство. Необходимость выполнения условий, 
сформулированных в теореме, для компактов составляет со¬ 
держание леммы 8, а достаточность вытекает из следствия 2 
леммы 9 и теоремы 8. □ 

ТЕОРЕМА 10. Для любого конечного открытого покрытия 
компакта существует такое положительное число {назы¬ 
ваемое числом Лебега данного покрытия), что любое подмно¬ 
жество компакта, диаметр которого меньше этого числа, 
содержится по крайней мере в одном элементе покрытия. 

Доказывается эта теорема аналогично доказательству подоб¬ 
ной теоремы для компактов, лежащих в конечномерных про¬ 
странствах (см. п. 35.3, теорему 5). 

57.7. Непрерывные отображения множеств 

ТЕОРЕМА 11. Непрерывный образ компакта является ком¬ 
пактом. 

СЛЕДСТВИЕ. При непрерывном отображении компакта об¬ 
раз каждого его замкнутого подмножества является зам¬ 
кнутым множеством. 

Доказательство. Пусть / : X ^ У — непрерывное отобра¬ 
жение компакта X в метрическое пространство У и {ѴД — по¬ 
крытие образа /(X) пространства X открытыми в У множества¬ 
ми Ѵ^, а е 31. Тогда для любого а е 31 множество = Д^(ѴД, 
согласно лемме 3, открыто, а так как {У„} — покрытие множе¬ 
ства ДХ), то {ид является покрытием компакта X. В силу тео¬ 
ремы 8, из покрытия {Н„} можно выделить конечное покрытие 
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ІІ 2 , ... , а тогда множества Ѵ-^ = Я^і)? ^2 ^ /(^ 2 )^ ••• > ^ 

= Я^„) будут образовывать конечное покрытие множества /(X). 
Таким образом, из любого покрытия множества /{X) открыты¬ 
ми множествами можно выделить конечное покрытие, а это 
означает (см. теорему 8), что множество /{X) является ком¬ 
пактом. □ 

Следствие вытекает из того, что всякое замкнутое подмно¬ 
жество компакта является компактом, и из того, что компакт 
всегда является замкнутым множеством. 

ТЕОРЕМА 12. Непрерывное отображение компакта равно¬ 
мерно непрерывно. 

Эта теорема доказывается дословно так же, как равномерная 
непрерывность непрерывного отображения компакта, лежащего 
в конечномерном пространстве (см. теорему 5 в и. 36.8). 

Аналогично конечномерному случаю взаимно-однозначное 
непрерывное отображение одного метрического пространства 
на другое называется гомеоморфизмом (см. определение 5 в 
п. 36.7), если обратное отображение также непрерывно. 
ТЕОРЕМА 13. Взаимнооднозначное и непрерывное отобра¬ 
жение компакта является гомеоморфизмом. 
Доказательство. Если / : X ^ У — непрерывное взаим¬ 
но-однозначное отображение компакта X в метрическое про¬ 
странство У, то для любого замкнутого множества Е с X его 
образ, Я-Р’)» т. е. прообраз Р при обратном отображении / яв¬ 
ляется компактом (теорема 11) и, следовательно, замкнутым 
множеством. Таким образом, при обратном отображении 
прообраз каждого замкнутого множества есть замкнутое мно¬ 
жество, а поэтому, согласно лемме 4, отображение непре¬ 
рывно. □ 

ТЕОРЕМА 14. Если / : X ^ Д — непрерывная действитель¬ 
нозначная функция, определенная на компакте X, то она 
ограничена на X и принимает на нем наибольшее и на¬ 
именьшее значения. 

Доказательство. Действительно, образом компакта X 
при отображении / является компакт ^{Х), лежащий на число¬ 
вой оси. Как и всякий компакт, он является, во-первых, огра¬ 
ниченным множеством, а во-вторых, замкнутым. В силу по¬ 
следнего, верхняя и нижние грани компакта, будучи его точ¬ 
ками прикосновения, принадлежат ему. □ 
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57.8. Связные множества 

Введем теперь понятие связности в метрических пространствах. 
Определение 14. Метрическое пространство называется 
связным, если его нельзя представитъ в виде объединения 
двух непустых непересекающихся замкнутых множеств. 

Если пространство X несвязно, т. е. X = А У В, где А П В = 0, 
А^0,В^0 ,АиВ — замкнутые множества, то, так как А = 
= Х\ ВиВ = Х\А, АиВ одновременно и открытые множе¬ 
ства. 

Примером связного множества является любой промежу¬ 
ток, конечный или бесконечный, числовой оси. Примером не¬ 
связного множества является объединение двух непересекаю- 
ш;ихся отрезков. 

УПРАЖНЕНИЯ. 15. Доказать, что всякое линейно связное в простран¬ 
стве Л" множество (см. определение 27 в п. 35.2) является связным. 

16. Доказать, что объединение двух связных пересекающихся множеств 
является связным множеством. 

1 7. Доказать, что если множество Е метрического пространства связно и 
Е С С Е, то множество Е^ также связно. 

18. Связный непустой компакт называется континуумом. Доказать, что 
пересечение последовательности континуумов, последовательно вложен¬ 
ных друг в друга, является континуумом. 

ТЕОРЕМА 15. Непрерывный образ связного множества 
связен. 

Доказательство. Пусть / — непрерывное отображение 
связного метрического пространства X на метрическое простран¬ 
ство У и пусть У = А1> В, где А и В — непересекаюш;иеся замкну¬ 
тые множества. Тогда X = / ^(А) У / \В), где Д^(А) и Д^(В) также 
непересекающиеся замкнутые множества (см. лемму 4). Так 
как X — связное множество, то это возможно только в том 
случае, когда одно из множеств Д^(А) или Д^(В) пусто, тогда 
пусто и одно из множеств А или В. Это и означает связность 
пространства У. □ 

57.9. Критерий Арцела компактности систем функций 

Если замыкание множества метрического пространства является 
компактом, то само множество называется предкомпактным. 

Предкомпактность множества означает, что из всякой его 
последовательности точек можно выделить сходяп];уюся под- 
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последовательность, но, быть может, не к точке самого мно¬ 
жества. 

В силу теоремы 5, для того чтобы множество, лежащее в 
полном метрическом пространстве, было предкомпактным, 
необходимо и достаточно, чтобы оно было вполне ограничено. 
Это следует из того, что всякое подмножество вполне ограни¬ 
ченного множества также вполне ограничено. Задача о выяс¬ 
нении предкомпактности того или иного множества, лежаще¬ 
го в некотором заданном метрическом пространстве, часто 
встречается в математическом анализе. Поэтому большой ин¬ 
терес представляют критерии компактности или предком¬ 
пактности множеств для различных конкретных метрических 
пространств. Рассмотрим вопрос о предкомпактности мно¬ 
жеств для одного из важнейших пространств С[а, Ь], состоя¬ 
щего из непрерывных на отрезке [а, &] функций, для которых 
введена метрика 

р(/, = шах \Г(х)-ё(х)\, /е С[а, Ь], С[а, Ь] (57.60) 

[а, Ь] 

(см. пример 4 в п. 57.1 и пример в п. 57.3). 

Определение 15. Семейство 8 = {/} функций Д принадлежа¬ 
щих пространству С[а, Ь], называется равномерно ограни¬ 
ченным, если существует такая постоянная с > 0 , что для 
всех / е 8 и всех х е [а, Щ выполняется неравенство 

\Г(Х)\<С. (57.61) 

Согласно определению (57.60), это равносильно тому, что 
р(/, 0) < с, / е 5, что, в свою очередь, равносильно тому, что 
множество 5 ограничено в метрическом пространстве С[а, Щ. 
Определение 16. Семейство 8 = {/} функций / е С[а, Ь] называ¬ 
ется равностепенно непрерывным, если для каждого е > 0 
существует такое 8 > 0 , что для всех ^ & 8 и всех х^ е [а, Ь], 
х^е [а, 5], для копьорых \х 2 ^ выполняепься неравенспьво 

1/(^2) -/(хі)|<е. (57.62) 

ТЕОРЕМА 15 (теорема Арцела*). Для того чтобы семейст¬ 
во 8 = (/) непрерывных на отрезке [а, 5] функций было пред¬ 
компактно в пространстве С[а, Ь], необходимо и достаточ¬ 
но, чтобы это семейство было равномерно ограниченным и 
равностепенно непрерывным. 


* Ч. Арцела (1847—1912) — итальянский математик. 
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Доказательство. Необходимость. Если множество 

5 с С[а, Щ предкомпактно, то его замыкание 5 является ком¬ 
пактом, а следовательно, ограниченным множеством (см. 
следствие теоремы 5). Поэтому ограниченным множеством яв¬ 
ляется и само множество 5, иначе говоря, семейство 5 равно¬ 
мерно ограничено. 

Кроме того, так как замыкание 5 множества 5 является 
компактом, то оно вполне ограничено; следовательно, вполне 
ограничено и само множество 5, а это означает, что для любо¬ 
го е > О в пространстве С[а, &] для него суіцествует конечная 

I -сеть. Пусть ее образуют функции 

/і(х), ... , /„(х). (57.63) 

Каждая из них, будучи непрерывной на отрезке [а, 5], являет¬ 
ся на нем и равномерно непрерывной, и так как функций 
(57.63) лишь конечное множество, то существует такое 8 > О, 
что для всех х е [а, Ь], х' е [а, Ь], для которых \х' - х| < 8, и 
всех і = 1, 2, ... , п выполняется неравенство 

|/,(хО-/Дх)|<|. (57.64) 

В силу определения | -сети, для любой функции / е 5 су¬ 
ществует такая функция /;^(л:), что 

Р(^' (577.0, < I • 

Поэтому если \х' — л;| < 8, то для любой функции / е 5 имеем 

\Кх') - Кх)\ < \Кх') - “ Я^)1 < 

< 2 шах |/(х) - Д (л;)|-ь IД (хО - Д (л:)| < |е+^е = е. 

[а, Ь] ' 'о' ' 'о' ( 57 . 64 ), 3 3 

(57.65) 

Это и означает, что семейство 5 равностепенно непрерывно. 
Достаточность. Пусть семейство функций 5 равномерно 
ограничено и равностепенно непрерывно. Пространство С [а, Ь] 
полное, поэтому, для того чтобы доказать, что семейство 5 пред¬ 
компактно, достаточно показать, что оно вполне ограничено, 
т. е. что для множества 5 в пространстве С[а, Ь] при любом е > О 
существует конечная е-сеть. Построим ее. Пусть все функции 
/ е 5 удовлетворяют условию (57.61), и для произвольно фик¬ 
сированного е > О выбрано 8 > О так, что для любых точек 
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X е [а, Ь], х' 6 [а, &], для которых Іх' — л:| < 8, выполняется не¬ 
равенство 

\Пх')-т\< 1. (57.66) 

Возьмем какое-либо разбиение отрезка [а, &] мел¬ 
кости, меньшей 8, и разбиение отрезка [-с, с] мелкос¬ 

ти, меньшей е/5: 

а = х^<х-^<...<Хі<...<х^ = Ъ, 

Х;-Х;_і<8, і = 1,2,...,п; 

-с = Уо<Уі< ...<У^< ...<Ут = с^ 

У]-У]-1<1^ 1 = 1,2, ... ,т. (57.67) 

Через точки (x^, 0), і = О, 1, ... , п, проведем прямые, парал¬ 
лельные оси Оу, а через точки (О, Уі), у = О, 1, ... , т, — пря¬ 
мые, параллельные оси Ох. Тогда получится разбиение х пря¬ 
моугольника {(х, у) : а < X < Ь, -с < I/ < с}, в котором лежат 
графики всех функций семейства 5, на прямоугольники с 
длинами сторон, параллельных оси Ох, меньшими 8, и парал¬ 
лельных оси Оу, меньшими е/5. 

Рассмотрим множество А всех непрерывных на отрезке [а, Ь\ 
функций, графиками которых являются ломаные, вершины 
которых лежат в вершинах {x^, у^) прямоугольников раз¬ 
биения X. Множество А, очевидно, конечное, так как конеч¬ 
ным является множество всех вершин (х^, у^), і = О, 1, ... , п, 
І = О, 1, ... , т. 

Докажем, что множество А является е-сетью для множест¬ 
ва 5. Выберем произвольно функцию / е 5. Для этой функции 
и для каждого х^ і = О, 1, ..., га, обозначим через (х^, у^) бли¬ 
жайшую к точке (Х;, Дх;)) точку вида (х^, у^, лежаш;ую на пря¬ 
мой X = Хі, тогда 

|ДxД-у^^<|. 

Сопоставим функции / непрерыв¬ 
ную функцию /ц 6 А, графиком кото¬ 
рой является ломаная, проходяіцая 
через вершины (Хц, у^^, (х^, у^^, ... , 

(Х;, У:), ... , (х„, у. ), т. е. (рис. 11) 

■> I ■) п 

/о(х,) = у^^. (57.69) 


(57.68) 
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Оценим разность значений функции /ц для соседних вершин: 




< |/о(^і) - КХі\ + \КХі) - Ял:;_і)| + - /о(^і-і)І 


< 

(57.66), (57.68), 
(57.69) 



(57.70) 


В силу линейности функции /ц на отрезке [x^ _ x^\, для 

любой точки л; е [л:;_ имеет место неравенство 


|/о(^)-/о(^і-і)І < І№)-/о(^і-і)І (57.71) 

Теперь оценим расстояние р (/, /р) между функциями / и /ц 
в пространстве С [а, Щ. Для каждой точки хе [а, 5] найдется 
содержаш;ий ее отрезок [_x^_^, х^, а для каждой точки этого от¬ 
резка имеем 

|/(Х) - /о(^)| < |/(Х) - + 


Отсюда 




< -Ь р 

(57.66), 5 5 

(57.68), (57.69), 

(57.71) 



е = е. 


( 57 = 60 ) тах|Ях)-/о(^)|<е, 


т. е., действительно, множество Л является е-сетью для 5. □ 
Теорема Арцела обобіцается на случай отображения ком¬ 
пактов в метрические пространства. 


§58 

Линейные нормированные 
и полунормированные пространства 

58.1. Линейные пространства 

Определение 1. Множество X = {х, у, г, ...} называется дей¬ 
ствительным линейным пространством {или векторным 
пространством над полем действительных чисел), если'. 

каждой упорядоченной паре (х, у) элементов х & X и у & X 
поставлен в соответствие единственный элемент простран¬ 
ства X, называемый суммой х и у и обозначаемый х + у; 
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каждому элементу х & X и каждому действительному 
числу % поставлен в соответствие единственный элемент 
пространства X, называемый произведением X на х и обо¬ 
значаемый Хх. 

При этом выполняются следующие группы аксиом'. 

1. а)х + г/ = і/ + л; для любых хе X и у е X; 

б) X + (г/ + 2 ) = (х + у) + 2 для любых хеХ, г/бХи 2 еХ; 

в) в X существует элемент, называемый нулевым и обо¬ 
значаемый О, такой, что х + О = х для любого х е X; 

г) для каждого х е X существует элемент множества 
X, называемый противоположным элементу х, обозначае¬ 
мый через -X и такой, что х + (- х) = О. 

2. а) 1х = X для любого х е X; 

б) Я,(цх) = (Я,ц) X для любого х е X и любых действитель¬ 
ных чисел Хи у, 

в) (Я, + ц) X = Я,х + |д,х для любого х е X и любых действи¬ 
тельных чисел Хир', 

г) Х{х у) = Хх Ху для любых х е X, г/ е У и любого дей¬ 
ствительного числа X. 

Для каждой пары элементов хе X и і/ е У элемент х + (-у) 
называется разностью элементов х и у и обозначается через 
х-у. 

Если в приведенном определении действительного линей¬ 
ного пространства всюду заменить действительные числа 
комплексными: Я, ц е С, то получится определение комплекс¬ 
ного линейного пространства. 

Если Хр и а — заданные элементы линейного пространства, 
то множество всех точек х этого пространства вида х = Хд + аі, 
—оо < I < - 1 - 00 ^ называется прямой, проходяш,ей через точку Хд 
в направлении вектора а. 

Примеры. 1. Множество всех действительных (комп¬ 
лексных) чисел образует действительное (комплексное) ли¬ 
нейное пространство. 

2. Пусть Е — некоторое множество. Совокупность Р(Е) 
всех функций Е ^ К (соответственно Е ^ С) при естест¬ 
венном определении их сложения и умножения на действи¬ 
тельное (комплексное) число: 

(/і + / 2 ) (^) /і(^) + /2 (^)> (Ѵ)(^) А,(/(х)), 

/і е Е{Е), /2 е Е(Е), / е Е(Е), Я е Д или Я е С 

является действительным (комплексным) линейным про¬ 
странством. 
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3. Множество всех многочленов от одной переменной с 
действительными (комплексными) коэффициентами является 
линейным действительным (комплексным) пространством. 

4. Множество всех многочленов степеней, не превышаю¬ 
щих заданного натурального числа п, от одной переменной с 
действительными (комплексными) коэффициентами является 
действительным (комплексным) линейным пространством. 

5. Пространство всевозможных числовых последователь¬ 
ностей {х^, к (или е С), п е ЛГ, при естественном опре¬ 
делении операций их сложения и умножения на число (см. 
п. 4.8) также является линейным пространством. 

Если X — линейное пространство и е X, к = 1, 2, , п, 

то всякий элемент вида Х-^х-^ -Ь ... -Ь где Х^^ — действитель¬ 
ные числа в случае действительного пространства и комплекс¬ 
ные — в случае комплексного пространства, называется ли¬ 
нейной комбинацией элементов х^, ... , х„. 

Определение 2. Множество X', содержащееся в линейном 
пространстве X {действительном или комплексном), назы¬ 
вается подпространством этого пространства, если все 
линейные комбинации элементов множества X' содержатся 
в нем. 

Иначе говоря, множество X' X является подпространст¬ 
вом пространства X, если для любых двух элементов х е X' и 
у е X' и любых чисел Я, е Д, ц е Д (соответственно Я е С, ц е С) 
имеет место включение 

Ях -Ь цх е X'. 

Очевидно, что подпространство X' линейного пространства 
X, в свою очередь, является линейным пространством. Если 
X — линейное пространство и х е X, то совокупность всех эле¬ 
ментов пространства X вида Ях, где Я — всевозможные числа, 
служит примером подпространства пространства X. 

Множество функций, действительнозначных и непрерыв¬ 
ных на некотором множестве Е е Д", является подпространст¬ 
вом пространства всех действительнозначных функций, опре¬ 
деленных на Е. 

Элементы линейных пространств обычно называются точ¬ 
ками или векторами. 

Определение 3. Конечная система векторов х^, ... , х„ линей¬ 
ного пространства X {действительного или комплексного) 
называется линейно зависимой, если существуют такие 
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числа ... , {соответственно действительные или комп¬ 
лексные), не все равные нулю, что 

+ ... + = 0. (58.1) 

В противном случае, т. е. когда из равенства (58.1) следу¬ 
ет, что все числа Яз, ... , Х,^равны нулю, система векто¬ 
ров х^, ... , называется линейно независимой. 

Определение 4. Система векторов а е 31 (31 — некоторое 
множество индексов) линейного пространства X называет¬ 
ся линейно независимой, если любая ее конечная подсисте¬ 
ма л;„ , х„ ..... линейно независима. 

“1 “2 “га 

УПРАЖНЕНИЯ. 1. Доказать, что если система х^, а 6 31, линейно неза¬ 
висима, то Хд 5^ о для всех а б 31. 

2. Доказать, что, для того чтобы конечная система векторов была линей¬ 
но зависимой, необходимо и достаточно, чтобы по крайней мере один из 
них являлся линейной комбинацией остальных. 

Определение 5. Совокупность всевозможных линейных комби¬ 
наций элементов, принадлежащих некоторому заданному мно¬ 
жеству, называется линейной оболочкой этого множества. 
Линейная оболочка элементов Х 2 , ... , обозначается 

В{Х-^^, Х2, ... , 

Определение 6. Пространство {действительное или комп¬ 
лексное), в котором имеется система п линейно независи¬ 
мых векторов, линейной оболочкой которых оно является, 
называется п-мерным. 

Всякая упорядоченная система п-линейно независимых 
векторов, линейной оболочкой которых является п-мерное 
пространство, называется его базисом. 

Иначе говоря, векторы е^, 62 , ... , е^ образуют базис га-мер- 
ного пространства X, если: 

1 ) векторы е^, ^ 2 , ... , е^ линейно независимы; 

2 ) для каждого х е і?" суш,ествуют такие числа Я^, Я 2 , ... , Я„, 

что 

X = Я^е;^ + Я 2 е 2 + ... + Я„е„. (58.2) 

Элементы п-мерного пространства называются п-мер- 
ными векторами {соответственно действительными или 
комплексными). 

Каждое п-мерное пространство называется конечномер¬ 
ным. 
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УПРАЖНЕНИЯ. 3. Доказать, что в л-мерном пространстве каждая сис¬ 
тема линейно независимых векторов, линейной оболочкой которых яв¬ 
ляется все пространство, состоит из п векторов. 

4. Доказать, что каждая система из п линейно независимых векторов в 
л-мерном пространстве является его базисом. 


Примером п-мерного действительного пространства является 
п-мерное арифметическое векторное пространство (см. п. 35.4). 

Аналогично этому пространству может быть построено 
комплексное арифметическое п-мерное пространство С". Его 
точками называются упорядоченные системы п комплексных 
чисел: х = (х^, ... , х^, х -е С, у = 1, 2, ... , п. При этом если х е С", 
Я, 6 С, то 

Кх - (Лх^, ... , Лл:„) 


и для X = 


, х„) е С" и г/ = (уі, ... , і/„) 6 С" 
х + у - (Хі-Ьі/і, ... ,х„ + г/„). 


Базисом в этом пространстве являются векторы е^ = {Ь{, ... , 8^^}, 
где 8] — так называемый символ Кронекера*; 

1 , если і = і, 

О, если і ^ у. 


8 )- 


Очевидно, что х = ... , х^) = т. е. выполняется 

і - 1 

условие (58.2). 

Другим примером конечномерного линейного пространст¬ 
ва является пространство Я” многочленов, имеющих действи¬ 
тельные коэффициенты и степени, не превышающие некото¬ 
рого неотрицательного целого п. 

Поскольку степень нулевого многочлена равна -о° (см. 
п. 5.3), она меньше любого неотрицательного числа. Поэтому 
нулевой многочлен принадлежит любому пространству Р^, п = 
= 0 , 1 , 2 , ... . 

Очевидно, что Я" = і(1, х, х^‘, ... , х"), т. е. пространство Я" 
многочленов степеней, не превышающих п, является линей¬ 
ной оболочкой степенных функций 1, х, х^, ... , x'^. 

Покажем, что оно является (п + 1 )-мерным. Каждый его 
элемент имеет вид 


р{х) = Пц -Ь а^х -Ь ... + а^x'^, 


* Л. Кронекер (1823—1891) — немецкий математик. 
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т. е. является линейной комбинацией п + 1 степеней перемен¬ 
ной X, т. е. функций x^ = 1, X, х^, , х^. Докажем, что эти 

функции образуют базис в пространстве Я". Для этого надо 
убедиться, что они линейно независимы. Пусть в пространст¬ 
ве Я" некоторая линейная комбинация рассматриваемых сте¬ 
пеней равна нулю: 

Но-Ь + ... + = О, (58.3) 

т. е. многочлен р{х) = а^ + а^х -Ь ... -Ь а„х" тождественно равен 
нулю и, следовательно, во всех точках числовой оси принима¬ 
ет те же значения, что и нулевой многочлен: 

Ро(^) = О + Ох + ... + Ох", 

а в этом случае (см. п. 13.2) коэффициенты этих многочленов 
равны, т. е. 

Но = О, = О, ... , а„ = О, (58.4) 

что и означает линейную независимость степеней 1, х, х^, ... , х". 

Отметим, что из того, что два многочлена, принимаюш,их 
одинаковые значения на каком-нибудь интервале числовой 
оси, имеют одинаковые коэффициенты (см. п. 13.2), следует, 
что степени 1, х, х^, ... , х" линейно независимы на любом про¬ 
межутке числовой оси, не вырождаюіцемся в точку. 

Впрочем, то, что из выполнения условия (58.3) на некото¬ 
ром промежутке числовой оси, не вырождающемся в точку, 
следуют равенства (58.4), легко показать и непосредственно. 
Для этого можно, например, продифференцировать тождество 
(58.3) п раз; тогда получим 

/г!а„ = О, 

откуда а^ = 0. 

Если уже доказано, что для некоторого к, О < к < п, имеют 
место равенства = ... = а^ = О, то тождество (58.3) прини¬ 
мает вид 

Нц -Ь а^х + ... + а^х* = 0. 

Продифференцировав его к раз, получим = 0. Таким обра¬ 
зом, выполняются все равенства (58.4). 

Будем говорить, что векторы г/^, ... , у^ линейного простран¬ 
ства X выражаются через векторы х^, ... , х^ того же простран¬ 
ства с помощью матрицы (а■^), і = 1, 2, ... , га, у = 1, 2 , ... , га, 
если 

Уг ~ ^іі^і ^ ••• ^ ^ ~ 2, ... , га. 
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Если векторы х^, ... , образуют базис пространства и мат¬ 
рица (Цу) невырожденная, т. е. беі; (а^^) ^ О, то векторы у^, ... , 
также образуют базис. 

В самом деле, если 

'^іУі + ••• + КУп = О, 
то 

+ ... + + ... + + ... + а„„х„) = О, 

т. е. 

+ ••• + + ... + + ... + К^'пп^^п = 0 ; 

отсюда, в силу линейной независимости векторов х-^, ... , х^, 
следует, что 

^ 1^11 + ... + ^ 


+ ... + - о, 

определитель этой однородной системы линейных уравнений 
относительно неизвестных Я,^, ... , по условию не равен ну¬ 
лю: йеі; (Цу) ^ 0. Следовательно, эта система имеет единствен¬ 
ное решение Я^ = Яз = ... = Я„ = 0, что означает линейную неза¬ 
висимость векторов ... , у^. Поэтому они являются базисом 
рассматриваемого пространства. 

В частности, если векторы у^, ... , у^ выражаются через ба¬ 
зис х-^, ... , с помош;ью треугольной матрицы, т. е. матри¬ 
цы {а^^) вида 

Г о ... о 

®21 ^^22 ••• ^ 

, “п1 ^п2 ••• ^пп 

(т. е. если у > і, то ау= 0) с диагональными элементами ... 
... , не равными нулю, то векторы у^, ... , у^ также явля¬ 
ются базисом, так как в этом случае 

йеі; (ау.) = аііа 22 *...*а„„^ 0 . 

В качестве примера рассмотрим (п + 1)-мерное пространст¬ 
во Я" многочленов степеней, не превышаюіцих натурального 
числа га. Как было выше показано, степени 1, х, х^, ... , х" об¬ 
разуют базис этого пространства. Рассмотрим произвольную 
систему многочленов 

Рі^іх) = а^о + + ... + «ййЛ;* е Я", Я = 0, 1, ... , га. 


(58.5) 
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где многочлен Рі^{х) имеет точно степень к: ^ О, /г = О, 1, п. 

Тогда очевидно, что эти многочлены выражаются через степе¬ 
ни 1, X, х^, ... , х" с помоіцью треугольной матрицы (58.5), ди¬ 
агональные элементы которой не равны нулю. Поэтому 
каждая указанная система многочленов линейно независима 
и образует базис в пространстве Я". 

Отметим еще, что так как линейная зависимость много¬ 
членов означает наличие соответствующих линейных соотно¬ 
шений между их коэффициентами, то она не зависит от того, 
на каком промежутке (не вырождающемся в точку) число¬ 
вой оси меняются аргументы этих многочленов. Поэтому ли¬ 
нейная зависимость многочленов в пространстве Я" равно¬ 
сильна их линейной зависимости на любом из указанных про¬ 
межутков. 

В качестве конкретных примеров рассмотрим некоторые 
часто встречающиеся в анализе специальные многочлены. 

Примеры. 6. Многочлены 


Ро(х) = 1, Р„(х) 


1 - 1 )" 
2”7г! гіх" 


п = 1, 2, 


называются многочленами Лежандра. 
Легко убедиться, что 




1 

2«п! 


(ІX’^ 


(2п - 1)!! 
п\ 


X" -Ь 


где многоточие обозначает члены более низкого, чем п, порядка 
многочлена Р„(х). Следовательно, полином Лежандра Р„(х) име¬ 
ет степень п, поэтому полиномы Лежандра Ро(х), Р^іх), ... , Р„(х) 

образуют базис в пространстве Я". Это, в частности, означает, что 
всякий многочлен степени, не превышающей п, является их ли¬ 
нейной комбинацией. 


Выбор коэффициентов 


У производных - — - 

ах" 


при 


определении полиномов Лежандра объясняется тем, что при 
таком выборе для всех п = О, 1, 2, ... выполняется условие 

7. Многочлены 


Го(л:) = 1, Р„(х) 



С 08 (п аГСС 08 х). 


п = 1, 2, 


называются многочленами Чебышёва. 
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Прежде всего убедимся, что Т^{х) является многочленом 
степени п. Из формулы Муавра (см. п. 23.1) следует, что 
С08 Пф + І 8ІП Пф = (С08 ф + І 8ІП ф)" = 

= С08" ф + ІС\ С08" “ ^ ф 8ІП ф + С08" ^ ф 8ІП^ ф + 

+ І®С^С08" “ ^ ф 8ІП^ ф + С08" “ ^ ф 8ІП^ ф + ... . 

Приравняем действительные части получившегося равенства 
С08 Пф = С08" ф - С08" ^ ^ ф ВІН^ ф + 

+ С08"^^ ф 8ІП^ ф - ... , (58.6) 

в зависимости от четности п последним слагаемым будет либо 
8Іп" ф (если п четное), либо С" ” ^ со8 ф 8Іп" ^ ^ ф (если п нечет¬ 
ное). Заметим, что в правую часть равенства (58.6) входят 
только синусы в четных степенях и поэтому, применив под¬ 
становку віп^ ф = 1 - со8^ ф для каждого слагаемого правой 
части, получим 

С08" “ ф 8 Іп 2* Ф = С08" ^ 2/г ф)* = 

= (-1)*С2^ С08" ф + ... , 

где многоточие означает, что в остальных слагаемых со8 ф име¬ 
ет меньшую, чем п, степень. В результате из (58.6) будем иметь 

С08 Пф = (1 -Ь С2 + + ...) С08" ф -Ь ... = 

= 2"^^ С08" ф + ... , (58.7) 

где справа многоточие означает линейную комбинацию степе¬ 
ней косинусов со8"^^ ф, С 08 " ^ ф, ..., 1 (мы воспользовались тем, 
что сумма биномиальных коэффициентов, стояш;их на четных 
местах, равна 2" ^ ^). Положив в равенстве (58.7) ф = агссо8 х, 
а следовательно, со8 ф = х и разделив обе части равенства на 2" ^ 

получим ^ С08 п агссо8 X = Т^(Х), где, в силу доказанного, 

в правой части стоит многочлен степени п с коэффициентом, 
равным 1, при х". Итак, Т^^^х) — многочлен степени п. Поэто¬ 
му, согласно доказанному выше, многочлены Чебышёва Т'д(х), 
Т'^(х), ... , Т^^х) образуют базис в пространстве Я". 

Если У VI 2 подмножества линейного пространства X, то че¬ 
рез У + 2 обозначается множество всех элементов х простран¬ 
ства X, представимых в виде х = у + г, у & У, г & 2. 

Множество У Л- 2 называется (алгебраической) суммой 
множеств У и 2. 
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Если множества У ш 2 являются подпространствами про¬ 
странства X, то множество У + 2 также является подпространст¬ 
вом пространства X. Действительно, путь е У + 2, Х 2 & У + 2 
и ^2 — числа. Согласно определению суммы множеств, эле¬ 
менты и ^2 представимы в виде -Ь 2^ и Х 2 = г /2 ^ 2 ^ 

Уі, У 2 е У, 2 ^, 22 е 2. Поэтому Я^х^ -Ь Х 2 Х 2 = Я^ (г/^ -Ь 2 ^) -Ь 
-Ь Я 2 (і /2 + 2 ^ 2 ) ^ О^іУі + ^ 2 ^ 2 ) + + ^ 2 ^ 2 )- как 2 пУ — под¬ 
пространства, то + ^ 2 У 2 ^ '^ 2^2 ^ в силу определс- 

ния суммы У + 2, отсюда следует, что Я^х^ + ^ 2^2 ^ ^ Это и 
означает, что множество У ^ 2 является подпространством. Сум¬ 
му двух подпространств У ж 2 называют прямой и пишут У Ѳ 2, 
если пересечение У П 2 подпространств У и 2 состоит только 
из нулевого элемента. Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы каждый элемент х е У + 2 был единственным образом 
представим в виде х = у + 2 , у & У, 2 е 2. 

В самом деле, если У П У = {0} и г/^ -Ь 2;^ = 1/2 + ^ 2 ^ ^'де у-^,у 2 & У, 
2 ^, 22 е 2, то г/^ - 1/2 = ■^2 “ 2 ^. Так как У и У — подпространства, 
то у^ — У 2 ^ У, 22 — 2 ^ 6 2, т. е. элемент у^ — У 2 = 22 - 2 ^ прина¬ 
длежит одновременно к У и к и поэтому равен нулю: Уі~ У 2 ^ 
= 22 - 2 ^ = 0. Отсюда следует, что у^ = У 2 , = 22 . 

С другой стороны, если хе УП^, х^О, тох = х-Ь0 = 0-Ьх, 
т. е. элемент х имеет не единственное представление в виде х = 
= г/ -Ь 2 , где г/ е У, 2 е У. 

Определение 7. Отображение / линейного пространства X в 
линейное пространство У называется линейным отображе¬ 
нием {или, что то же, линейным оператором), если для лю¬ 
бых двух элементов х & X, у & X и любых чисел Хир справед¬ 
ливо равенство 

ЯЯх -Ь ру) = ЯДх) + рКу)- 

Линейные операторы, множества значений которых содер¬ 
жатся в множествах действительных или комплексных чисел, 
называются функционалами. 

Множество линейных операторов / : X ^ У, отображаю- 
ш;их линейное пространство X в линейное пространство У, 
обозначается через 2(Х; У). Легко непосредственно прове¬ 
рить, что множество Й(Х; У) при естественном определении 
сложения его элементов и умножения их на число, т. е. при 
определении этих операций по формулам 

(/і + и)і^) =' /і е 2(Х; У), /2 е 2(Х; У), 

(Я/)(х) = Х{і{х)), У 6 Е(Х; У), Я е Д или Я е С, х е X, 
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образует также линейное пространство (действительное, ес¬ 
ли пространства X ж У были действительными линейны¬ 
ми пространствами, и комплексное, если они были комплекс¬ 
ными). 

Определение 8. Если / X и У — линейные простран¬ 

ства, то множество {х : /(х) = 0} с X называется ядром ото¬ 
бражения У и обозначается через кег /*: 

(іе^ , 

кег / = {х : /(х) = 0}. 

Отметим, что нуль всегда входит в ядро линейного отоб¬ 
ражения. Действительно, если / : X ^ У — линейное отобра¬ 
жение, то нуль пространства X отображается в нуль простран¬ 
ства У: 

/( 0 ) = /( 0 - 0 ) = 0 /( 0 ) = 0 , 

т. е. о е кег /. 

ЛЕММА 1. Для того чтобы линейное отображение / : X ^ У 
линейного пространства X в линейное пространство У бы¬ 
ло взаимно однозначным отображением X в У, т. е. было 
инъекцией, необходимо и достаточно, чтобы его ядро состо¬ 
яло только из нулевого элемента'. 

кег/ = 0. (58.8) 

Доказательство необходимости. Выше было пока¬ 
зано, что любой линейный оператор / переводит нуль в нуль. 
Поэтому если / — инъекция, то не суіцествует х ^ 0 такого, 
что Дх) = 0. Это и означает, что кег / = 0. 
Доказательство достаточности. Пусть выполняет¬ 
ся условие (58.8) и Дх) = Дг/). Тогда, в силу линейности ото¬ 
бражения У, имеем У(х - у) = У(х) - Ду) = 0, т. е. х-і/е кег У, и 
так как кег У = 0, тох-і/ = 0. Следовательно, х = у. Это и озна¬ 
чает, что У — инъекция. □ 

Примером линейных взаимно-однозначных отображений 
являются прямое и обратное преобразования Фурье в соответ- 
ствуюш;их линейных пространствах функций (см. леммы 3 и 4 
в п. 56.5). 

Л Е М М А 2. Ядро всякого линейного отображения одного ли¬ 
нейного пространства в другое является подпространством 
отображаемого пространства. 


* От англ, кегпеі — ядро. 
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Доказательство. Если / — линейное отображение ли¬ 
нейного пространства X в некоторое другое линейное про¬ 
странство, то для любых элементов е кег /, Х 2 е кег / и лю¬ 
бых чисел ^2 имеем 

+ Я 2 Х 2 ) = Я^Дх) + Я 2 ДХ 2 ) = О 

и, следовательно, Я^х^ + Я 2 Х 2 е кег /, а это и означает, что ядро 
кег / является подпространством пространства X. □ 
Определение 9. Пустъ X и У — линейные пространства. 
Линейное взаимно однозначное отображение пространства 
X на пространство У называется изоморфным отображе¬ 
нием или изоморфизмом линейных пространств. 

Если для линейных пространств X и У существует изо¬ 
морфное отображение X на У, то они называются изоморф¬ 
ными. 

Два изоморфных пространства могут отличаться лишь при¬ 
родой своих элементов, а не свойствами линейного пространст¬ 
ва как такового, поэтому в дальнейшем часто мы не будем раз¬ 
личать изоморфные линейные пространства. 

УПРАЖНЕНИЕ 5. Доказать, что все л-мерные линейные действитель¬ 
ные пространства изоморфны между собой. 

Определение 10. Линейное пространство, не являющееся ко¬ 
нечномерным, называется бесконечномерным. 

Очевидно, что линейное пространство является бесконеч¬ 
номерным тогда и только тогда, когда оно не имеет конечного 
базиса. 

Примером бесконечномерного пространства является ли¬ 
нейное пространство всех многочленов от одной переменной. 
Действительно, это пространство заведомо не имеет конечного 
базиса: любая линейная комбинация заданной конечной систе¬ 
мы многочленов является многочленом степени не выше степе¬ 
ни старшего многочлена из указанной системы, и поэтому мно¬ 
гочлены больших степеней не могут быть получены указан¬ 
ным способом. 

Попытка обобш,ить понятие базиса в случае бесконечно¬ 
мерных пространств приводит к бесконечным суммам, т. е. 

рядам вида ^ Для того чтобы имело смысл говорить об 

П = 1 

их сумме в пространстве X в нем должно быть определено по¬ 
нятие сходимости последовательностей. Рассмотрению одного 
такого вида пространств посвяш,ен п. 58.2. 
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Определение 11. Произведением 2 = X х У линейных про¬ 
странств X и У называется линейное пространство 2, эле¬ 
ментами которого являются элементы г = {х, у) теорети¬ 
ко-множественного произведения множеств X и У {т. е. 
множество всевозможных пар {х, у), где хе X, у & У (см. 
п. 1.2), для которых определена линейная операция + 
+ 2 ^ = (х^, ^ 2,22 = (Х 2 , У 2 ) е и ^2 — числа {дейст¬ 

вительные или комплексные), по формуле 

Я]^ 2 ^^ + Я222 ~ (Я]^X^^ + Я2Х2, '^\У\ ^ 2 У 2 ^’ 

Выполнимость аксиом линейного пространства при таком 
определении линейной операции легко устанавливается непо¬ 
средственной проверкой. 

Аналогично понятию произведения двух линейных про¬ 
странств определяется понятие произведения п линейных 
пространств для любого натурального п. 

Отметим один нужный для дальнейшего тип отображений 
произведений линейных пространств. 

Определение 12. Отображение г = /(х, у), х & X, у & У, г & 2, 
произведения ХхУ линейных пространств X и У в линейное 
пространство 2 называется билинейным {или билинейной 
формой), если при фиксировании одной из переменных х, у 
оно линейно относительно другой переменной. 

Таким образом, если 2 = /(х, у) — билинейное отображе¬ 
ние, то для любых чисел Я^ и Я 2 , действительных или комп¬ 
лексных, имеют место равенства 

ЯЯ^х^ -Ь Я2Х2, у) = ЯіЯ^і, у) + ЯзЯл^з, у), Хі е X, Х2 е X, у 6 У, 
Ях, ЯіУі -Ь Х2У2) = У\) + у2), X е X, 6 У, г/2 е У. 

Отсюда следует, что для любых чисел Я^, Я 2 , Ц^, Ц 2 

ЯЯ^Х]^ 4- Я 2 Х 2 , ЦіУі + Ц 2 У 2 ) “ Я]^Ц]^Я^і» У\) ЯзМ-іЯ^г’ Уті) ^ 

-\- Я]^Ц2/(^і» У 2 ) ^2М'2^(^2’ У г)' ( 58 . 9 ) 

Если X = У и отображение ^{х, у), х е X, у е X, является 
билинейной формой, то отображение ^{х, х), обозначаемое 
І{х), называется квадратичной формой, соответствует данной 
билинейной. 

Примеры. 8. Скалярное произведение (х, у) в п-мерном 
линейном пространстве і?" является билинейным отображени¬ 
ем Д" X Д" в Д. 

9. Векторное произведение трехмерных векторов является 
билинейным отображением Д^ х Д^ в Д®. 
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1 о. Билинейная форма А(л:, у) = ^ ••• > 

I,] -1 

у = (у^, ... , г/^), является билинейным отображением Д" х Д" в Д. 

Билинейные отображения / : X хУ -^2, образуют линейное 
пространство при естественном определении линейных опера¬ 
ций над этими отображениями: если ^-^'.ХхУ ^ ^ 

-^2 — два билинейных отображения, то для любых хе X, у е У 
и любых чисел Я 2 билинейное отображение + Я 2/2 опре- 

(ІѲ^ 

деляется равенством (Я^/^ -Ь Я 2 / 2 )(^> У) ^ Я^/;^(х, у) + У)’ 

т. е. согласно общему правилу арифметических действий над 
функциями. По аналогии с билинейными отображениями 
вводится понятие мультилинейных отображений: если Х^, 
Х 2 , ... , Х„, У— линейные пространства, то отображение 
/(Х;^, Х 2 , ... , х„), x^ 6 Хр і = 1, 2, ... , п, произведения Х 2 х 
X Х 2 X ... X Х„ в У называется мультилинейным, если оно 
линейно относительно каждой переменной x^, когда осталь¬ 
ные га — 1 переменных фиксированы. 

58.2. Норма и полунорма 

Определение 13. Линейное пространство X {действительное 
или комплексное) называется полунормированным, если на 
множестве его точек определена действительная функция, 
называемая полунормой, обозначаемая ЦхЦ^ или ||х||, х е X, 
и имеющая следующие свойства'. 

1° (неотрицательность). Для всех х е X выполня¬ 
ется неравенство ||х|| >0. 

2° (однородность). Для всех х е X га всех чисел Я 
имеет место равенство ||Ях|| = |Я| ||х||. 

3° (неравенство треугольника). Для всех х е X 
и у & У выполняется неравенство ||х + у|| < ||х|| -Ь ЦуЦ. 

Из свойства 2° полунормы следует, что ||0|| =0 (здесь в ле¬ 
вой части равенства стоит нуль пространства X, а в правой — 
нуль множества действительных чисел). В самом деле, фикси¬ 
руя произвольно элемент х е X, получим 

||0|| = ||0 • х|| р 0||х|| = 0. 

Полунорма, удовлетворяющая условию: 

4° (невырожденность). Если ||х|| = 0, то х = 0 на¬ 
зывается нормой. 

Линейное пространство, в котором задана норма, называ¬ 
ется нормированным. 

Согласно определению 13, норма является и полунормой. 
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Из свойства 3** полунормы легко следует, что для любых 
двух элементов л: и і/ линейного полунормированного про¬ 
странства выполняется неравенство 

ІЦхЦ - ІІуІІІ < ||х-уЦ. (58.10) 

В самом деле, 

ІІ^ІІ = Ік-^ -у) + УІІ < Ік - у\\ + ІІУІк 

3» 

поэтому 

ІкІІ “ ІІУІІ ^ Ік “ УІІ- 

Аналогично 

ІкІІ - ІкІІ < Ік — ^11 р Ік - у\\- 

Из последних двух неравенств и следует неравенство (58.10). 

Отметим, что всякое подмножество линейного полунорми¬ 
рованного (в частности, нормированного) пространства, являю- 
іцееся подпространством линейного пространства, в свою оче¬ 
редь, является линейным полунормированным (соответственно 
нормированным) пространством. 

УПРАЖНЕНИЕ 6. Выяснить, будут ли выражения зир |/*"*(і)|, 

Ь а< і < Ь 

I нормой; полунормой; для каких функций; для каких п. 

а 

58.3. Примеры нормированных 
и полунормировонных пространств 

1. Множество действительных чисел и множество комплекс¬ 
ных чисел, если в них за норму взять абсолютную величину 
чисел, образуют линейные нормированные пространства. 

2. Если в действительном линейном п-мерном пространст¬ 
ве Д" норму вектора х = (х^, ... , х^ е К" определить как его 
длину (см. п. 18.4) 

ІкІІ ^ кі = /У^І~ккГГ-і-к| , 

то оно будет линейным нормированным пространством и бу¬ 
дет обозначаться тем же символом К'^. 

Функция 

ІкІІ = 7^1 + ••• + ’ 

где 1 < т < п является полунормой. 

3. Комплексное арифметическое п-мерное пространство С" 
(см. п. 57.2) будет нормированным, если положить 

ІкІІ 7кіІ^ + ••• + к«1^ ’ ^ ^ е С". 
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4. В действительном арифметическом га-мерном простран¬ 
стве і?" можно ввести не только норму, совпадающую с длиной 
|х| его элементов х = (х^, ... , х^) х е Д". Например, положим 

ІІ^ІІр + ... + \х^\Р)^/Р, 1 < Ч-оо, 

||х||„ = тах |х;|. 

М М СЛЛ . 1 л I і I 

1 = 1,2, ... , п 

Очевидно, длина вектора (см. пример 2) совпадает с нормой 
IIXII 2 , называемой квадратичной. Проверим выполнение акси¬ 
ом норм для ||х||^, 1 < г < Ч-оо. При г = 1 по свойству абсолют¬ 
ной величины чисел 

Ік + уІІі= Е кі + УіИ Е кіі + Е ІУіі = ІкІІі + ІІУІІі- 

І = 1 ! = 1 І = 1 

При 1 < р < Ч-оо применим неравенство Минковского (см. 
и. 30.8*): 

II и " I I \1/Р 

\\^ + у\\р=[^^\^і + уМ) < 


< { Е + {Е = 11 ^ 


Для ЦхЦоо имеем 
ІІ^ + УІІоо= тах |х;Ч-і/^< тах 

і = 1, 2, , п _ 1 л 


< тах Х; Ч- тах 

і=1,2,...,п г = 1,2,...,п 


г = 1, 2, ... , п 

Уі\ = ІкІІ 


+ ІІУІІр. 

(кіі + \Уі\) < 

ОО ІІУ іісо' 


Остальные свойства норм для ЦхЦ,., 1 < г < Ч-оо^ проверяют¬ 
ся еще проще. Отметим, что функции 

І|х||^'") = (|хі|Р -ь ... -ь \x^Р)УР, 1 < р < Ч- ОО, 

ІІ^ІІІГ’=. тах |Х;| 

г = 1, 2, , т 

при 1 < т < п являются полунормами, но не нормами. 


УПРАЖНЕНИЕ 7. Доказать, что IIXII__ = Иш ||х|І , х е Я. 

II II ОО " "Р 

Определение 14. Дее нормы ||х|| и ||х||* в линейном простран¬ 
стве X называются эквивалентными, если существуют 
такие постоянные > 0 к С 2 > 0, что для всех х е X выпол¬ 
няется неравенство 

С^||х||<||х||* < С 2 ||х||. (58.11) 
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Примером эквивалентных норм в линейном пространстве 
являются нормы ||х|| = / у X? и ||х||і = у |х;|. Более того, 

"^1 = 1 ^ і -1 

имеет место следуюш,ая теорема. 

ТЕОРЕМА 1. В конечномерном линейном пространстве все 
нормы эквивалентны. 

Доказательство. Пусть X — конечномерное действи¬ 
тельное линейное пространство (случай комплексного простран¬ 
ства рассматривается аналогично). Следовательно, в нем суш,ест- 
вует базис {е^, ... , е„}, состояіций из некоторого числа п & N его 
элементов, и для любого х е X имеется, и притом единствен¬ 
ное, разложение 

х = х^е^ + ... + х^е^. 

Пусть ||х|| — некоторая норма в пространстве X. Покажем, 
что она эквивалентна квадратичной норме 


= + 


“Ь х^ 


Поскольку две нормы, каждая из которых эквивалентна треть¬ 
ей, также эквивалентны между собой, из этого и будет следо¬ 
вать, что все нормы любого конечномерного пространства эк¬ 
вивалентны. 


(іеі 


Прежде всего заметим, что с^ = + ... + ||е„|| > О, так 

как для всех к = 1, 2, ... , п имеет место неравенство е^, ^ О, и, 
следовательно, 1|еЛ > 0. Далее, из очевидного неравенства 


X, ^ 


X? + ... + Х^ = ЦхІ 


2 ’ 


к = 1 , 2, , п. 


получим, используя свойство нормы, неравенство 

||х|| = + ... + < |хі| ЦеЛ + ... + \х^ ||е„ 

< (||еЛ + ... + ||е„||) ||х|І2 = Сі ||х|І2. 

Итак, суіцествует такое с^ > 0, что для любого х е X 

||х|| < С^ ||х|І2. 

Докажем теперь, что существует такое Сз > 0, что 


ііхЦ > Со 




'2 ІІ^ІІ2* 

Поскольку в случае л: = 0 это неравенство очевидно выполня¬ 
ется при любом С 2 ^ о, его достаточно доказать лишь для х^ 0. 
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Выберем базис {е^, ... , е^ в пространстве X так, чтобы он со¬ 
стоял из единичных в смысле квадратичной нормы векторов 


'1ІІ2 



= 1 . 


Это всегда возможно, так как если {е^, ... , е„} — какой-то ба¬ 
зис линейного пространства, а || • || — какая-либо норма в этом 
пространстве, то 



также будет его базисом, причем норма всех его элементов бу¬ 
дет равна 1: 

Сь 1 и м 

й—й = й—й кі. =1» к= 1, 2, ... , п. 

11 «*:|| ІИаіі 

Пространство X с выбранным базисом можно рассматри¬ 
вать как арифметическое п-мерное пространство (см. п. 35.1). 
Для этого достаточно каждому его вектору х = -Ь ... -Ь 
сопоставить упорядоченный набор п чисел (х^, ... , х^) — его 
координат относительно указанного базиса. При этом квадра¬ 
тичная норма IIXII 2 является длиной вектора х: 


Х|І2= 7^1 + ••• + 


X 


Единичная сфера 5" ^ ^ = {х : х^ + ... + х^ = 1} этого про¬ 
странства является, как известно (см. пн. 35.2 и 35.3), ком¬ 
пактом. Рассмотрим на ней функцию 


Из неравенства 


Дх) 


(іе^ 


X 


ІДх) - Ау)\ = |||х|| - \\у\\\ < ||х - у\\ < 

< ||х - УІІ2 = |х - УІ, X 6 X, I/ 6 у, 

следует, что эта функция непрерывна на всем пространстве X 
и, следовательно, на сфере 5" ^ 

Так как для любой точки хе 5" “ ^ имеем ||х|І 2 = 1, то х ^ О, 
поэтому, в силу свойства 4® нормы, функция / удовлетворяет 
на сфере 5" ^ ^ неравенству Дх) = ||х|| > 0. Согласно теореме 
Вейерштрасса, всякая непрерывная на компакте функция до¬ 
стигает на нем своего минимального значения. Пусть функ¬ 
ция / достигает свой минимум на сфере 5" ^ ^ в некоторой точ¬ 
ке Хц е 5" Положим 

(іе^ 

Со = тіп Дх) = Дхо) > 0. 

^ ж 6 8"-і 
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Тогда для любого л; е 5" ^ будем иметь 

ІІ^ІІ = /(^) ^ Я^о) ^ ^2- 


Теперь, заметив, что для каждого хе х, х ^ О, точка гг-^ ле- 

І^ІІ2 

жит на сфере 5" ^ 



и, следовательно, для нее 


т. е. 


> Сз, получим 


X = 

II II ^ 


X 



ІІХІІ2 


|л:|І2 > С2 ||х| 


2 ’ 


||х|| > Сз ||л;|І2, X € X, х^О. 
Эквивалентность норм ЦхЦ и ||х|І 2 доказана. □ 


Примеры. 5. Пусть снова 1 < р < +оо. Рассмотрим ли¬ 
нейное подпространство всех последовательностей х = (х^, ... 
... , х^, ...), е Е (или х^ 6 С), состоящее из таких последова¬ 
тельностей, для которых 


(іе^ 


л: 


Е 

п = 1 


\Х^ 




< Ч-оо. 


(58.12) 


Функция ||х||р является нормой, что проверяется аналогично 
конечному случаю (см. пример 4), так как, в частности, нера¬ 
венство Минковского справедливо и для бесконечных сумм. 

В том случае, когда все элементы рассматриваемых 
последовательностей — действительные числа, их простран¬ 
ство с нормой (58.12) обозначается через Ір. 

Соответствующее метрическое пространство в случае р = 2 
было рассмотрено в примере 6 п. 57.1. 

6 . Линейное пространство всех ограниченных действи¬ 
тельных функций, определенных на произвольном множестве 
Е, являющееся подпространством пространства Е(Е) всех дей¬ 
ствительных функций Е К (см. п. 57.1), превращается в 
нормированное, если в нем ввести норму по формуле 


ІІ/ІІоо “ зир ІЯОІ- (58.13) 

і & Е 

Обозначим это пространство через В{Е)*. В том случае, когда Е 
является метрическим пространством, подпространство про- 


* В — первая буква английского слова Ьоипйес! — ограниченный. 
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странства В{Е), состоящее из непрерывных на Е функций /, 
обозначим через С{Е), а норму (58.13) в этом пространстве бу¬ 
дем обозначать также и через 11/11^. 

Если Е является компактом в і?", то (см. теорему 3 в п. 19.5) 

II/IIс = зир ІЯОІ = тах ІЯОІ- 

іе Е іе Е 

В частности, это верно для пространства С[а, Ь] функций, 
непрерывных на отрезке [а, Ь] числовой прямой. 

7. Пусть фиксировано число р, 1 < р < -Ьоо. Рассмотрим 
множество функций /, заданных на некотором конечном или 
бесконечном промежутке с концами х = а ш. х = Ъ, -оо < а < б < 
< Ч-оо, для каждой из которых существует правильное разбие¬ 
ние этого промежутка (см. п. 55.1) и интеграл 


I \/іх)\Р(іх 

а 

сходится. Это множество образует, как легко проверить, ли¬ 
нейное пространство и обозначается КЕр = ВЬр(а, Ъ)*. 

В случае, когда рассматриваемый промежуток с концами а 
и Ъ является отрезком [а, б], -оо < а < Ъ < -І-оо^ то соответст¬ 
вующее пространство ЕЬр будем обозначать КЕр[а, б]. 
Положим 


(іе^ 


I \Аі)Ых 


1/р 


(58.14) 


Покажем, что (58.14) является полунормой в КЕр(а, б). Из 
формулы (58.14), очевидно, сразу следует, что Ц/Ц^ > 0. При 
этом из условия II/11^, = о не следует, что / = 0. В самом деле, 
пусть -оо < а <Ъ < Ч-оо; рассмотрим, например, функцию 


=11 при х = а, 

^ ^ 1 о при X 6 (а, б]. 

Ясно, что ||/р|| = о, но функция / не равна тождественно нулю 
на отрезке [а, б] и поэтому не является нулем линейного про¬ 
странства ДІДа, б]. 

Проверим однородность выражения (58.14): для всех / е 
6 КЬр(а, б) и любого Х & К (или X е С) имеем 



, , ПІ/Р 

I \хт\р(И 


|х| Г| \т)\раі 


1/р 


1^1 ІІ/ІІр. 


* в — первая буква фамилии Б. Римана (В. Кіешапп), а і — первая 
буква фамилии А. Лебега (Н. ЬеЬездие). 
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Докажем для (58.14) неравенство треугольника. Для любых 
/ е ВЬр(а, Ь) и е КЬр(а, Ъ), согласно неравенству Минковско¬ 
го для интегралов (см. п. 28.2*), получим 


II/ + ^ІІр 


1 т+т\рщУ’< 




I іяоі^^^]Г'''+і 


1/р 


I \§Ц)Р(И = ІІ/ІІр + 


Итак, действительно, ||/||^, является полунормой (не являю- 
ш,ейся нормой) в линейном пространстве (а, Ь). 

8. Рассмотрим множество всех непрерывных на отрезке 
[а, Щ функций. Оно является линейным пространством. Мы 
уже знаем, что в нем можно ввести норму Ц/Цд, определенную 
в примере 6 этого пункта. Можно в нем рассмотреть и полу¬ 
норму (58.14), причем в этом пространстве полунорма (58.14) 
является уже нормой. 

Действительно, если функция / непрерывна на отрезке [а, Ь] 
и ||/||^ = 0,1 < р < 4-00, и, следовательно. 


I \Кх)\Р<И = О, 

а 

то из неотрицательности и непрерывности функции |/(х)|^, х е 
6 [а, Ь] следует (см. свойство 9° интеграла в п. 24.1), что /(х) = О 
на [а, 5]. 

Пространство непрерывных на отрезке [а, Ь] функций с 
нормой (58.14) обозначается через СЬр[а, 5]. 

Подобным же образом строятся аналогичные пространства 
для функций, заданных на промежутках других типов, в том 
числе и на бесконечных промежутках, например, простран¬ 
ства 

С1р(а, Ь), -оо < а <5 < 4 - 00 , 1 < р < 4 - 00 , 

которые состоят из непрерывных функций, заданных на ин¬ 
тервале (а, Ь), и для которых конечен интеграл (58.14). 

Если одно и то же множество функций принадлежит раз¬ 
личным линейным нормированным или полунормированным 
пространствам (например, пространства С[а, Щ и СЬр[а, Ь] со¬ 
стоят из одних и тех же функций), то часто бывает полезным 
оценить одну норму (полунорму) этих функций через другую. 
Теоремы, выражаюіцие подобные оценки, называются обычно 
теоремами вложения. 
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Поясним сказанное на примере, сформулированном в виде 
леммы. 

ЛЕММА 3. Пустъ -оо < а < Ъ < +оо^ 1 < р < + оо. Если / е 
6 ЕЬр[а, &], то 

1 

||/•|І1<(Ь-а)ЧI4, ^+^=1, (58.15) 

а если / е КЬр[а, 5] П В [а, Щ, то 

||4<(Ь-а)ѴР||/іи. (58.16) 

Доказательство. Принимая во внимание, что полунорма 
||/||р определяется по формуле (58.14), получим, используя не¬ 
равенство Гельдера (см. п. 28.2*), 

||/|І1 = | |Я0|-1Л< 




I = {Ъ- ау/і\\Дд, ^ -Ь і = 1, 


тем самым (58.15) доказано. Неравенство (58.16) также сра¬ 
зу вытекает из определений (58.13) и (58.14) соответствую- 
ш,их норм: 


-| 1/р 

I < 


I [вир \Кі)\Ѵ(И 


1/р 


= =Ф- ау/ру\\^. □ 

Замечание. Отметим, что неравенство (58.15) справед¬ 
ливо очевидным образом и без предположения, что / е КЕр[а, 5], 
так как если /ё ВІДа, 5], то Ц/Ц^ = -Ьоо (см. (58.14)), и поэтому не¬ 
равенство (58.15) выполняется очевидным образом. Аналогично 
неравенство (58.16) тривиально в случае, когда / € В[а, Ь], так 
как тогда ||/||оо = +°°; конечно, как обычно, здесь предполага¬ 
ется, что для рассматриваемых функций суіцествует правиль¬ 
ное разбиение отрезка [а, Ь] (см. п. 55.1). 

УПРАЖНЕНИЕ 8. Обозначим через С^Ь 2 [а, б] подмножество простран¬ 
ства СЬ 2 [а, Ь], состоящее из непрерывно дифференцируемых на отрезке 
[а, Ь\ функций. Доказать, что множество С^Е 2 [а, Ь] является линейным 
нормированным пространством, если под нормой функции / е С^Ь 2 [а, Ъ] 
понимать ее норму в пространстве СЬ^а, Ь]. 
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58.4. Свойства полунормированных пространств 

В полунормированных пространствах можно ввести понятие 
сходящейся последовательности и ее предела. 

Определение 15. Если последовательность {х^} элементов по- 
лунормированного (в частности, нормированного) линейно¬ 
го пространства X такова, что существует элемент х & X 
такой, что Ит \\х„ - х\\ = О, то последовательность {х„) на- 

оо “ '■ 

зывают сходящейся по полунорме (соответственно по нор¬ 
ме) к элементу х и пишут х = 

Вводя в каком-либо линейном пространстве функций раз¬ 
личные полунормы (в частности, нормы), будем получать раз¬ 
личные понятия сходимости последовательностей функций. 
Например, сходимость в смысле нормы (57.13) означает равно¬ 
мерную сходимость; сходимость в смысле полунормы (57.14) 
является уже сходимостью другого рода: она называется сходи¬ 
мостью в среднем, или, подробнее, в смыслец-среднего (иног¬ 
да говорят и просто о сходимости в смысле пространства Е^). 
Мы уже встречались с частным случаем сходимости такого ро¬ 
да при р = 1 (см. лемму 2 в п. 55.2, следствие теоремы 2 в 
п. 56.7 и метрику (57.2)) и при р = 2(в следствии из теоремы 12 
п. 55.9). При р = 2 сходимость в среднем называется также 
сходимостью в смысле среднего квадратичного. 

Неравенства (58.15) и (58.16) между различными полунор¬ 
мами функций позволяют установить связь между различны¬ 
ми видами сходимостей функций. 

Например, пусть последовательность функций /^, п = 
= 1, 2, ... , и функция / таковы, что: 

1°. Последовательность {/^ сходится равномерно на от¬ 
резке [а, Ь] к функции /. 

2°. При всех п = 1, 2, ...,/„-/е ДІДа, Ь] П ДІДа, Ь]. 

Тогда последовательность {/„} сходится к функции / на от¬ 
резке [а, Ь] и в смысле р-среднего, 1 < р < -Ьоо. 

В самом деле, в силу равномерной сходимости последова¬ 
тельности {/„}, последовательность {/„ - /} ограничена и, сле¬ 
довательно, /„ - / е В[а, Щ П ЕЬ^іа, Щ. Поэтому, согласно 
(58.16), справедливо неравенство 

\\и-йр^ф-а)УР\\и-Пи. 

Равномерная сходимость последовательности {/,^} к функции / 
на отрезке [а, Щ означает, что 

114-/1100 = 0 . 
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Следовательно, 


Ит 


= 0 . 


УПРАЖНЕНИЕ 9*. Построить пример последовательности непрерыв¬ 
ных неотрицательных на отрезке функций, сходящейся в среднем, но не 
сходящейся ни в одной точке. 


Следует обратить внимание на то, что в полунормирован- 
ном пространстве у сходящейся последовательности предел, 
вообще говоря, не единствен. При этом если Ит х„ = а и 

п ^ оо 

Ит х„ = Ъ, то полунорма разности двух пределов равна нулю: 

Л ^ оо 

||а - Ь|| = 0. Это сразу следует из неравенства 
||а-&|| < ||а-х„|| + \\х^-Ь\\. 

Верно и обратное: если а = Ит х„ и ІІа - ЬІІ = 0, то и Ь = 

п ^ оо " " " 

= Ит х„. В самом деле, из неравенства 

Л ^ ОО 

\\^п ~ ^11 ^ - а) + (а - Ь)|| < ||х^ - а|| + ||а - &|| = \х^ - а|| 

вытекает, что если Ит ||х„ - аІІ = 0, то и Ит ||л:„ - ЬІІ = 0. 

п ^ оо " “ " л^^ 

Наглядно неединственность предела в полунормирован- 
ных функциональных пространствах можно проиллюстриро¬ 
вать на примере пространства НЬ[а, Ь]: последовательность 
функций /„(х) = 1/п, п = 1,2, ..., сходится по полу¬ 

норме этого пространства и ее пределами являются, напри¬ 
мер, функции /(х) = о на отрезке [а, Щ и функция §\ §{х) = 0 
при а < X < Ь и §{Ъ) = 1. 

Определение 16. Пустъ X — линейное полунормированное 
(в частности, нормированное) пространство. Множество 
Е X называется ограниченным или, подробнее, ограничен¬ 
ным по полунорме {соответственно по норме), если сущест¬ 
вует такая постоянная М > 0, что для всех х & Е выполня¬ 
ется неравенство ||х|| < М. 

ЛЕММА 4. Если последовательность {х„} сходится по полу¬ 
норме в X, то она ограничена. 

Доказательство. Пусть х = Ит х„; в силу сходимости 

л оо 

последовательности, существует такое Пц, что если п > п^, то 
||х„ - х|| < 1 и, следовательно, 

||х„|| = ||(х„ - х) -Ь х|| < ||х^ - х|| -Ь ||х|| < ||х|| -Ь 1. 
Положим М = тах {||х^||, ЦхзЦ, ... , ||х„^||, ||х|| -Ь 1}; тогда, оче¬ 
видно, для всех /г = 1, 2, ... справедливо неравенство ||х„|| < М. □ 
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Для линейного пространства с полунормой можно опреде¬ 
лить понятие непрерывности его отображения в другое полу¬ 
нормированное пространство. 

Определение 17. Отображение / : X ^ У полунормированного 
(в частности, нормированного), пространства X в полунор¬ 
мированное (нормированное) пространство У называется 
непрерывным в точке е X, если для любой последователь¬ 
ности {х^, сходящейся к x^ по полунорме (норме) простран¬ 
ства X: Ит х„ = Хг,, последовательность Шх„)} сходится к 

д оо Аі и '■ п 

^(х^) по полунорме (норме) пространства У: Ит =/(^о)- 

71 —^ 

В случае нормированных пространств непрерывность отобра¬ 
жения в смысле норм равносильна его непрерывности в смысле 
метрик, порожденных этими нормами (см. лемму 6 в п. 58.5). 

В терминах неравенств непрерывность в точке Хд отображе¬ 
ния / полунормированного пространства X в полунормирован¬ 
ное пространство У формулируется следующим образом: для 
любого е > О существует такое 8 > О, что для всех х е X, для ко¬ 
торых ||х - ХдІІ < 8, выполняется неравенство ||Я^) “ Я^о)11 ^ 

Эквивалентность двух сформулированных выше опреде¬ 
лений непрерывности доказывается по той же схеме, что и в 
случае, когда X и У — множества действительных чисел (см. 
п. 5.7). 

ЛЕММА 5. Полунорма ||х|| является непрерывной функцией 
на полунормированном пространстве X. 

Доказательство. Пусть заданы элемент х е X и число 
е > 0. Тогда для всех таких х, что ||х — Хд|| < е, в силу неравен¬ 
ства (58.10), имеем |||х|| - ||хд||| < ||х — Хд|| < е, т. е. условие не¬ 
прерывности функции на X выполняется при выборе 8 = е. □ 
Определение 18. Пусть X и У — линейные полунормирован¬ 
ные (в частности, нормированные) пространства. Отобра¬ 
жение /, изоморфно отображающее пространство X как ли¬ 
нейное пространство на пространство У (см. определение 9) 
и такое, что для любого х е X справедливо равенство 

іі^ііх ~ 11Я^)||у; 

называется изоморфным отображением или изоморфизмом 
линейных полунормированных (нормированных) пространств. 

Если для линейных полунормированных (нормирован¬ 
ных) пространств X и У существует изоморфное отобра¬ 
жение X на У, то они называются изоморфными. 
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Например, если (а, Ь) — конечный интервал, то соответст¬ 
вие, при котором каждой функции полунормированного про¬ 
странства КЬр[а, Щ ставится в соответствие ее сужение на ин¬ 
тервал (а, &), является линейным отображением пространства 
ЕЬр[а, Щ на пространство ВЬ^Іа, Ъ) (сюръекцией), сохраняю- 
ш;им полунорму. Последнее следует из того, что значение ин¬ 
теграла от а до Ь от функции не зависит от значений этой 
функции или от их отсутствия в точках X = аж X = Ъ. Ядро ото¬ 
бражения состоит не только из нуля, а из всевозможных 
функций, равных тождественно нулю на интервале (а, Ъ) и 
принимаюіцих на его концах произвольные значения (отсюда 
следует, что эта сюръекция не является биекцией). 

Сужение на интервал (а, Ъ) непрерывных на отрезке [а, Ь] 
функций отображает нормированное пространство СЬр[а, Щ не 
на пространство, а только в пространство СЬр(а, Ъ) (не каждую 
непрерывную на интервале (а, Ъ) функцию можно продолжить с 
сохранением непрерывности на отрезок [а, &]), но зато в этом 
случае указанное сужение является взаимно-однозначным ото¬ 
бражением (инъекцией), поскольку оно сохраняет значение 
нормы). Оно является изоморфным отображением пространства 
СЬр[а, Ь] на его образ в пространстве СЬр(а, Ъ) (всякая инъекция 
является биекцией при отображении множества на образ). 

Два изоморфных полунормированных (нормированных) про¬ 
странства могут отличаться друг от друга только природой своих 
элементов, а не свойствами пространства. Поэтому в дальнейпіем 
мы часто не будем различать изоморфные полунормированные 
(нормированные) пространства, состояш,ие из различных элемен¬ 
тов: элементы таких пространств можно «отождествлять». 


Поясним это подробнее. Пусть X ж У* линейные полунор¬ 
мированные пространства, У с У*, а / : X ^ У — изоморфное 
отображение. Рассмотрим множество X* = X У (У* \ У), полу- 
чаюіцееся из пространства X присоединением к нему множе¬ 
ства У* \ У. Таким образом, X* \ X = У* \ У. Определим для 
элементов множества X* операции сложения и умножения на 
число, а также норму — они будут снабжаться индексом X*. 
Для удобства введем отображение Р : X* ^ У*, задаваемое 
формулой 


Р(х) 


(іе^ 


Дх), если X е X, 

X, если X е X* \ X. 


(58.17) 


Ясно, что Р является взаимно-однозначным отображением 
(биекцией) множества X* на У*. 
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Теперь для любых х е X*, у е X* и любых чисел ц положим 
(кх + + рДг/)], 

и и II II 

\т\х* ~ ІІ-Р(^)ІІу*- 

Так, определенное пространство X* является линейным полу- 
нормированным (нормированным), изоморфным пространст¬ 
ву У* и содержаш,им X в качестве своего подмножества. Под 
утверждением «отождествим в пространстве У* множество У с 
изоморфным ему пространством X» и понимается рассмотре¬ 
ние указанного выше пространства X* (сравните с отождеств¬ 
лением изометрических метрических пространств п. 57.1). 

УПРАЖНЕНИЯ. 10. Пусть X — линейное полунормированное про¬ 
странство. Элементы хе X и г/ б У называются эквивалентными, если 
||х — у\\ = 0. Обозначим через X множество, элементами которого являются 
классы эквивалентных элементов пространства X. Пусть х 6 X, у е X, 
хе X, г/ е у, X — число. Определим х + у как элемент множества X, со¬ 
держащий X + у, Ві Хх — как элемент из X, содержащий Хх. Положим 
||х ||X = Цл'ІІх- Доказать, что данные определения корректны, т. е. не зави¬ 
сят от выбора элементов хе х, г/ е у, и что X является линейным нор¬ 
мированным пространством с нормой ||х||^. 

11. Доказать, что функции х + у и. Хх непрерывны на всяком линейном 
полунормированном пространстве X (х и у — элементы этого простран¬ 
ства, а А, — число), иначе говоря, что операции сложения и умножения 
на число непрерывны в указанном пространстве. 


58.5. Свойства нормированных пространств 

В линейном нормированном пространстве X можно ес¬ 
тественным образом ввести расстояние между элементами этого 
пространства. Именно: справедливо следуюш,ее утверждение. 
ЛЕММА 6. Линейное нормированное пространство X явля¬ 
ется метрическим пространством с метрикой 

р{х,у)=\\х-у\\, (58.18) 

при этом сходимость последовательностей в пространстве 
X по этой метрике совпадает со сходимостью по норме. 
Доказательство. Функция р(л;, у), определенная форму¬ 
лой (58.18), действительно является расстоянием: свойства 
расстояния (см. и. 57.1) вытекают из свойств нормы І^— 4° 
(проверьте это). Второе утверждение леммы очевидно. □ 
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Будем говорить, что метрика (58.18) порождается задан¬ 
ной нормой пространства X. Например, метрика, порожденная 

нормой ||х|| = в арифметическом линейном про¬ 

странстве п-мерных вещественных векторов х = (х^, Х 2 , ... , х^), 
является метрикой евклидова пространства К'^, определенной 
формулой (35.1). 

Не всякое метрическое пространство является нормирован¬ 
ным, например пространство, состоящее из двух точек хну 
(двоеточие) с метрикой р(х, у) = 1, не есть линейное, а поэтому 
не нормированное пространство. 

Последовательность точек пространства X, фундаменталь¬ 
ная относительно метрики (58.18) (см. п. 57.2), называется так¬ 
же фундаментальной относительно нормы, заданной в про¬ 
странстве X. 

УПРАЖНЕНИЕ 12. Доказать, что множество в линейном нормирован¬ 
ном пространстве ограничено по норме (см. определение 16 в п. 58.4) тог¬ 
да и только тогда, когда оно ограничено как множество метрического 
пространства в смысле метрики (58.18). 

Пример. Рассмотрим пространство Ір последовательнос¬ 
тей действительных чисел с нормой (58.12). Обозначим через 
последовательность, у которой п-й член равен единице, а 
все остальные — нули. Очевидно, что при п^ т 

\\е,-е^\={\ + \)УР = 2Ур. 

Поэтому последовательность элементов е„ = 1, 2, ... , про¬ 
странства Ір не может содержать фундаментальной, а следова¬ 
тельно, и сходящейся подпоследовательности. 

Последовательность {е„} ограничена, так как для всех п име¬ 
ем ||е„|| = 1. Она образует замкнутое множество в Ір, так как мно¬ 
жество {е„} не имеет предельных точек в Ір (в противном случае 
в ней нашлась бы сходящаяся подпоследовательность). 

Таким образом, в бесконечномерном линейном нормирован¬ 
ном пространстве могут существовать ограниченные последова¬ 
тельности, из которых нельзя выделить сходящуюся, а также 
ограниченные замкнутые множества, у которых не из всякой 
последовательности их точек можно выделить сходящуюся. 

Замечание 1. Если в линейном пространстве X введены 
две нормы элементов || • и || • причем они эквивалентны 
(см. определение 14 в п. 58.3), то последовательность е X, 
п = 1, 2, ... , сходится к элементу х е X в смысле нормы || • тог¬ 
да и только тогда, когда она сходится к х в смысле нормы || • |р>. 
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Действительно, в силу эквивалентности норм || • и 
II • II существуют такие постоянные > О и Сз > О, что вы¬ 
полняются неравенства 

1к„ - < 1к„ - ^11^^’ < С2 ||х„ - х||(2). 


Из этих неравенств сразу и следует эквивалентность сходимос¬ 
тей последовательности {х^} к л: в смысле норм || • |р) и || • |р). 

Из доказанной в п. 58.3 эквивалентности всех норм в конеч¬ 
номерном пространстве (теорема 1) следует, что сходимости по¬ 
следовательностей его точек по всем нормам эквивалентны. 
Сходимость по квадратичной норме ||х|І 2 равносильна покоор¬ 
динатной сходимости (см. пн. 18.1 и 18.4), поэтому сходимость 
последовательности точек в конечномерном пространстве по лю¬ 
бой норме равносильна сходимости числовых последовательнос¬ 
тей координат рассматриваемых точек относительно произволь¬ 
ного базиса. 

Замечание 2. Отметим, что в случае, когда полунорма 
не является нормой, даже такая простая функция, как линей¬ 
ная на конечномерном линейном полунормированном про¬ 
странстве, может оказаться не непрерывной. Рассмотрим, на¬ 
пример, двумерное арифметическое пространство X векторов 
X = (х^, Х 2 ) с полунормой ||х|| = |х^|. Это действительно полу¬ 
норма, так как ||х|| = |х^| > 0. Кроме того, для любого числа Я, 
имеем Ях = (Ях^^, ЯХ 2 ) и поэтому ||Ях|| = |Ях^| = |Я| |х^| = |Я| ||х||. 
Наконец, если у = (у^, у 2 ) также является элементом из X, то 
X + у = (х^ -Ь у^, Х 2 + г/ 2 )! следовательно, ||х + у\\ = |х^ + і/^| < |х^| + 
-Ь |г/^| = ||х|| + ||г/||. Таким образом, все свойства полунормы вы¬ 
полнены. 

Покажем, что линейная функция /(х) = Х 2 не непрерывна 
на X. Действительно, для последовательности х*"' = (1/гг, 1) 
любая точка вида х = (0, Х 2 ) (Х 2 произвольно) является ее пре¬ 
делом в смысле рассматриваемой полунормы: 


Ііш ||х<")-х||= Ііт - = 0. 

П оо л оо П 

В частности, точка О = (0, 0) является пределом последова¬ 
тельности {х<">}. Однако 

Ііш /(хО)) = 1 5^ о = /(О). 

Это и означает, что функция /(х) = Х 2 не является непрерыв¬ 
ной по полунорме ||х|| = |х;^|. 
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Подчеркнем еще, что в конечномерном пространстве вся¬ 
кая линейная функция будет непрерывна относительно нормы 
этого пространства. Действительно, пусть X — п-мерное ли¬ 
нейное нормированное пространство и / — линейный функ¬ 
ционал на X. Пусть {е^, ... , е„} — базис в X и, следовательно, 
любой элемент х е X представим и притом единственным об¬ 
разом в виде X = х-^е-^ -Ь ... -Ь Поскольку /— линейный 

функционал, то 

/(х) = -Ь ... -Ь л;„е„) = + ... + х/(е„) = 

= аіХі + ... + а„х„, 

где = Я^Д, к = 1, 2, , п, — фиксированные для / числа. 

Вспоминая, что сходимость последовательности точек по лю¬ 
бой норме в конечномерном пространстве эквивалента ее по¬ 
координатной сходимости, сразу убеждаемся, что из получен¬ 
ной формулы Ях) = а^Х;^ -I- ... -Ь а„х„ действительно следует не¬ 
прерывность функции /. 

ЛЕММА 7. Норма является непрерывной функцией на ли¬ 
нейном нормированном пространстве в смысле метрики 
(58.18). 

В силу равенства (58.18) это следует из того, что полунор¬ 
ма непрерывна по полунорме (см. лемму 5 в п. 58.4). 

Определение 19. Линейное нормированное пространство на¬ 
зывается полным, если оно является полным метрическим 
пространством в смысле метрики, порождаемой нормой 
данного пространства. 

Полное линейное нормированное пространство называ¬ 
ется банаховым пространством. 

Линейное нормированное пространство С [а, Ь] непрерыв¬ 
ных на отрезке [а, Ь] функций с нормой (58.13) является бана¬ 
ховым пространством. Мы в этом убедились в п. 57.1, когда 
рассматривали метрическое пространство непрерывных на от¬ 
резке [а, Щ функций с расстоянием (57.1), которое как раз по¬ 
рождается нормой (58.13). Мы видели, что полнота простран¬ 
ства С [а, Ь] следует из того, что сходимость последовательнос¬ 
ти в этом пространстве означает ее равномерную сходимость 
на отрезке [а, Ь]. 

ТЕОРЕМА 2. Всякое линейное нормированное пространст¬ 
во содержится и плотно в некотором банаховом простран¬ 
стве. 
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Доказательство. Согласно теореме 4 п. 57.5, достаточно 
показать, что на пополнение X* линейного нормированного 
пространства X, рассматриваемого как метрическое с метри¬ 
кой (58.18), можно продолжить с X алгебраические операции 
и норму. Это можно сделать с помощью предельного перехода. 

Пусть, например, х е X* и у е X*. В силу плотности X в X*, 
существуют последовательности е X и е X, п = 1, 2, ... , 
такие, что 

Ііт х„ = X, Ііт у„ = у. 

Покажем, что последовательность {х^ + у„} сходится. Дей¬ 
ствительно, 

р(х„ + у„, х^ + у„) = ||(х„ + у„) - (х^ + у ^|| < 

< \\і^п - ^т)\\ + \\Уп - УтіІ = + Р(У„- Ут)- 

Из сходимости последовательностей и {у„} следует, что 
они фундаментальные, поэтому последовательность {х^ + у„} 
также фундаментальная и, следовательно, в силу полноты X*, 
сходящаяся. 

Положим, по определению. 


х + у = (х„ + у„). 

Аналогично с помощью предельного перехода определяется и 
Хх, X е X*: 

» йеі ,. » 

кх = ііт кх„, 

л —> оо 


где Ііт х„ = X, X & X*, е X, п = 1, 2, ... . 

Д —> оо ^ “ 

Легко проверить, что определенные так алгебраические опе¬ 
рации х + у,кх для элементов пополнения X* не зависят от выбо¬ 
ра последовательностей {х^ и {у^} таких, что х^ ^ х, у у, х^ е 
6 X, у„ 6 X, п = 1, 2, ... . Также легко убедиться, что в случае, 
когда элементы принадлежат исходному пространству X, опреде¬ 
ленные нами алгебраические операции совпадают с заданными. 

Определим теперь норму для х е X*. Пусть е X, п = 
= 1, 2, ... , и Ііт х„ = X. Покажем, что числовая последова- 

Л ^оо 

тельность {||л;„||} фундаментальная. В самом деле, из неравен¬ 
ства (58.10) для всех натуральных пжт имеем 




- 






(58.19) 


Последовательность {х^}, будучи сходящейся, является и фун¬ 
даментальной, поэтому из неравенства (58.19) следует, что и 
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числовая последовательность {||х^||} фундаментальна, а зна¬ 
чит, сходится. 

Положим, по определению, 

||х|| = Ііт ||л:„||. 

^ ^ оо " /гіі 

Так определенная норма ЦхЦ, х е X*, не зависит от выбора по¬ 
следовательности е X, п = 1, 2, ... , такой, что ^ х. Лег¬ 
ко проверить также, используя предельный переход, что для 
функции ||х||, X е X*, выполняются свойства нормы 1**—4° и 
что в случае х е X мы получаем прежнюю норму. □ 

В качестве примера отметим линейное нормированное про¬ 
странство СЬр[а, Ь] непрерывных на отрезке [а, Ь] функций с 
нормой (58.13). Эта норма при р = 1 порождает метрику 
(57.2). Можно показать, что метрическое пространство непре¬ 
рывных функций с метрикой (57.2) не является полным. Со¬ 
гласно доказанной теореме, рассматриваемое линейное нор¬ 
мированное пространство непрерывных на отрезке [а, Щ функ¬ 
ций можно дополнить до полного пространства. Это банахово 
пространство обозначается Ь[а, &]. 

Определение 20. Система элементов а е 21 (21 — некото¬ 
рое множество индексов) линейного полунормированного про¬ 
странства X называется полной в этом пространстве, ес¬ 
ли для каждого элемента х & X и любого числа е > 0 сущест¬ 
вуют такие элементы х^^, ... , х^ данной системы и такие 

числа Я,^, ... , Я„, что выполняется неравенство 

||х - (Я^Хц^ -ь ... -I- Я„л:„ )|| < е. (58.20) 

Сформулируем это определение несколько иначе, введя 
предварительно еш,е одно понятие. 

Определение 21. Множество А с X называется плотным в 
полунормированном пространстве X, если для любого элемен¬ 
та х & X и любого е > 0 найдется такой элемент а& А, что 

Цх - а|| < е. 

Если X — нормированное и, следовательно, метрическое 
пространство, то определение 21, в силу (58.18), приводит к 
тому же понятию плотности множества, что и определение 8 
из п. 57.5. Теперь можно сказать: 

система {Хц}, а е 21 — полна в пространстве X, если мно¬ 
жество конечных линейных комбинаций ее элементов, т. е. 
ее линейная оболочка {см. определение 5 в п. 58.1) образует 
плотное в X множество. 
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Если X является нормированным пространством, то в нем, 
как во всяком метрическом пространстве, имеет смысл поня¬ 
тие замыкания множества, а поскольку плотность некоторого 
множества в метрическом пространстве означает, что замыка¬ 
ние этого множества совпадает с самим пространством (см. оп¬ 
ределение 8 в и. 57.5), то в этом случае определение 21 можно 
перефразировать и таким образом: 

система элементов х^, а е 21 (21 — некоторое множество 
индексов), линейного нормированного пространства X назы¬ 
вается полной, если замыкание ее линейной оболочки (см. 
п. 58.1) совпадает со всем пространством X. 

С частным случаем понятия полноты для системы функ¬ 
ций мы уже встречались в п. 55.8. 

Определение 22. Если в линейном нормированном простран¬ 
стве X существует счетное множество элементов, обра¬ 
зующее полную систему пространства X, то пространст¬ 
во X называется сепарабельным. 

Заметим, что если пространство X сепарабельно как ли¬ 
нейное нормированное пространство, то оно сепарабельно и 
как метрическое пространство с метрикой (58.18). В самом де¬ 
ле, если в линейном нормированном пространстве X суіцест- 
вует счетная полная система, то это означает, что замыкание 
множества конечных линейных комбинаций элементов этой 
системы совпадает со всем пространством, а тогда, как в этом 
нетрудно убедиться, со всем пространством совпадает и мно¬ 
жество конечных линейных комбинаций элементов рассмат¬ 
риваемой системы только с рациональными коэффициентами, 
а таких линейных комбинаций лишь счетное множество (см. 
следствие теоремы 10 в п. 4.11*). Таким образом, в простран¬ 
стве X имеется счетное плотное в нем множество. 

В заключение этого пункта введем понятие базиса, а пред¬ 
варительно — понятие ряда в пространстве X. 

Определение 23. Пусть х^, п = 1, 2, ... , — последовательность 
элементов линейного нормированного пространства X. Поло¬ 
жим 8,^ = -Ь... -Ь х^, п = 1, 2, ... ; пара последовательностей 

{х„}, {8„} называется рядом (с общим членом х^ и обозначается 

оо 

Е (58.21) 

л = 1 

элементы 8,^ называются п-ми частичными суммами ряда 
(57.21). 
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Если последовательность 8^, п = 1, 2, , сходится в про¬ 

странстве X, то ряд (58.21) называется сходящимся. В этом 
случае предел 8 = 1і^ 8„ последовательности 8„, п = 1, 2, ... , 
называют суммой ряда (58.21) и пишут 

оо 

п = 1 

Таким образом, как и в случае числовых рядов, мы будем 
одним и тем же символом ^ обозначать как сам ряд, так и 

п = 1 

его сумму, если он сходится. 

Как и для числовых рядов, для рядов в линейных норми¬ 
рованных пространствах справедливы следуюш;ие утвержде¬ 
ния. 

Если ряд (58.21) сходится, то сходится и ряд ^ 

П = 1 

причем если ^ х^ = 8, то ^ Хх^ = Я,8. 

Л = 1 Л = 1 

Если в пространстве X сходятся два ряда, то сходится и 
ряд, общий член которого равен сумме их членов с одинаковы¬ 
ми номерами, и его сумма равна сумме сумм данных рядов. 

Определение 24. Последовательность элементов е^, га = 1, 2, ... , 
линейного нормированного пространства X называется его 
базисом, если, каков бы ни был элемент х & X, существу¬ 
ет, и притом единственная, последовательность чисел Я,„, 
га = 1, 2, ... , такая, что 

со 

х= Е (58.22) 

Л = 1 

Таким образом, если последовательность {е^ является ба¬ 
зисом пространства X, то для каждого элемента х е X суш;ест- 
вует, и притом единственная, последовательность чисел 
такая, что для каждого е > О суіцествует такой номер п^, что 
при всех п> п^ выполняется неравенство 

||х - (Я;^е^-Ь ...-Ь Я„е^)|| < е. (58.23) 

Следовательно, всякий базис является полной системой эле¬ 
ментов. Формула (58.22) называется разложением элемента х 
по базису {е^. 

Нетрудно убедиться, что если система элементов {е„} образу¬ 
ет базис, то она линейно независима. Это сразу следует из един¬ 
ственности разложения элементов пространства по базису. В са¬ 
мом деле, если бы элементы е„, га = 1, 2, ... , оказались линейно 
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зависимыми, то среди них нашлось бы конечное множество та¬ 
ких е„ , , е„ , что для некоторых чисел ... , которые не 

все равны нулю, имело бы место равенство Я^е„^ -Ь ... -Ь ^ О, 

т. е. получилось бы разложение нуля по элементам базиса с ко¬ 
эффициентами, которые не все равны нулю. Для нуля же имеет¬ 
ся тривиальное разложение О = ^ О поэтому было бы нару- 

Л = 1 

шено условие единственности разложения элементов по базису. 

Если линейное нормированное пространство имеет базис, 
состоящий из конечного или счетного множества элементов, 
то это пространство сепарабельно. Действительно, нетрудно 
проверить, что множество всех конечных линейных комбина¬ 
ций элементов указанных базисов с рациональными коэффи¬ 
циентами счетно и плотно во всем пространстве. 

Замечание. Подчеркнем отличие между последователь¬ 
ностью элементов, образующих полную систему, и последова¬ 
тельностью элементов, образующих базис. В первом случае ко¬ 
эффициенты Я^, Я = 1, 2, ... , /г, в неравенстве (58.20) зависят, во¬ 
обще говоря, не только от выбора элемента хе X, но и от выбора 
числа е. Во втором же случае коэффициенты Я^, Я = 1, 2, ... , в 
неравенстве (58.23) определяются только самим элементом (они 
называются коэффициентами разложения элемента х по дан¬ 
ному базису или координатами элемента х при данном бази¬ 
се) и лишь их количество, т. е. число п^, зависит от выбора е. 

Существуют сепарабельные банаховы пространства, в ко¬ 
торых нет базиса. 

В следующем параграфе будет рассмотрен более узкий 
класс пространств, в которых базис всегда существует. 

58.6. Линейные операторы 

Изучим теперь некоторые свойства линейных отображений 
одного линейного нормированного пространства в другое. Та¬ 
кие отображения, как и в конечномерном случае, называют 
обычно линейными операторами. Мы будем обозначать их 
буквами Л, В, ... и для краткости часто вместо А(х) будем пи¬ 
сать просто Ах. 

В п. 41.6 для линейного оператора Л : Д" ^ была введе¬ 

на норма по формуле (см. (41.41)) 

||А|| = вир |Лх|, X е Д". 

||х|| < 1 
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Это действительно норма, в смысле определения и. 58.2, в ли¬ 
нейном пространстве 2(іг«; Д'" ), что будет следовать из даль¬ 
нейшего рассмотрения. 

Пусть X и У — произвольные линейные нормированные 
пространства и А : X ^ У — линейный оператор. Положим 


||А|| - вир ||Ал;||, (58.24) 

||х|| < 1 

где ЦхЦ = ЦхЦ^^и ||Ах|| = ЦЛхЦу. 

В случае произвольно выбранных линейных пространств 
X и У может оказаться, что верхняя грань ||А||, определяемая 
равенством (58.24), не будет конечной для всякого линейного 
оператора А : X ^ У. 

Пусть Е(Х : У), как всегда (см. п. 58.1), множество всех ли¬ 
нейных операторов А, отображаюш;их пространство X в про¬ 
странство У, а і?(Х; У) — множество тех из них, для которых 
||А|| < -Ьоо. Покажем, что ^(Х; У) также является линейным 
пространством, а ||А|| — нормой в нем. Если А е ^(Х; У) и 
В 6 І?(Х; У), то 

||А-ЬВ||= вир ||(А-ЬВ)х||= вир || Ах-Ь ВхЦ < 

||х|| < 1 ||х|| < 1 

< вир (||Ах||-Ь ||Вх||) < вир ||Ах||-Ь вир ||Вх|| = 

||х|| С 1 ||х|| < 1 \\х\\ < 1 

= ||А|| + ||В|| < -ьоо 

и, следовательно, А -Ь В е ^(Х; У). Для любого Я, е Д (или Я е С 
в случае комплексных пространств) 

||ЯА|| = вир ||ЯАх|| = вир |Я| ||А|| = |Я| вир ||Ах|| = |Я| ||А|| < -Ьоо 

||х|| < 1 ||х|| < 1 \\х\\ < 1 

и, следовательно, ЯАбі?(Х;У). Таким образом, і?(Х; У) дей¬ 
ствительно является линейным пространством. 

Далее, очевидно, что из (58.24) непосредственно следует, 
что ||А|| > 0. При этом, если ||А|| = 0, т. е. вир ||Ах|| = 0, то для 

||х|| < 1 

всех X таких, что ||х|| < 1, имеет место равенство ||Ах|| = 0, а 
следовательно, и Ах = 0. Но тогда и вообіце для всех х е X так¬ 
же имеем Ах = 0. Действительно, если х такой элемент про¬ 
странства X, что ||х|| > 1, то заведомо х ^ 0, а значит. 


ХІІ 


X 


= 1 . 


Поэтому, в силу уже доказанного, А т,—м =0. Отсюда ^ Ах = 0 


и, следовательно, для любого х е X : Ах = 0. Это означает, что 
А = 0. Итак, ||А|| — действительно норма в пространстве і^(Х; У). 
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Если значение ||А||, определяемое формулой (58.24), беско¬ 
нечно: ||Л|| = Ч-оо^ то будем говорить, что «норма оператора А 
бесконечна». 

Норму ||А|| (как конечную, так и бесконечную) можно 
получить и несколько другим способом. Именно, оказывает¬ 
ся, что 

||А|| =8ир X. (58.25) 

х^О ІІ^ІІ 

Для доказательства этой формулы заметим, что 

8ир ||А|| = 8ир \\Ау\\. (58.26) 

ІІ^ІІ < 1 \\у\\ = 1 

В самом деле, с одной стороны, очевидно, что 

8ир ЦАхіі > 8ир ІІАуІІ, 

ІНІ < 1 ІМІ = 1 


так как при увеличении числового множества его верхняя 
грань может только увеличиваться. С другой стороны, для лю- 

бого элемента х ^ X такого, что О < ЦхЦ < 1, положим у = тр-тт; 

I І-^І I 

тогда 

\\у\\ = 1 и ЦАі/іі = щ \\Ах\\ > \\Ах\\. 

Отсюда 

8ир ІІАхЦ < 8ир \\Ау\\. 

1|х||<1 ІЫІ=і 

Из полученных неравенств и вытекает равенство (58.26). 
Теперь имеем 


вир М 

х^О ІІ^ІІ 


вир 

х^О 



вир ||Аі/||= аир ЦАуЦ = ||А||, 
ІуІІ = 1 ІІг/ІІ < 1 


т. е. формула (58.25) также доказана. Из нее, очевидно, следу¬ 
ет, что для любого л; е X, х ^ О, 

ЦАхЦ / ||л;|| < ||А||, 

и, следовательно, для любого х е X имеет место неравенство 

||Ах|| < ||А|| ||х||, (58.27) 

где ||х|| — норма в пространстве X, ||Ах|| — норма в простран¬ 
стве У, а ||А|| — норма в пространстве і?(Х; У). Это неравен¬ 
ство, очевидно, является обобш,ением неравенства (41.42) в 
п. 41.6. 
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Существует еще один подход к понятию нормы оператора, 
связанный с понятием так называемых ограниченных опера¬ 
торов. 

Определение 25. Оператор А : X ^ У называется ограничен¬ 
ным, если существует такая постоянная с > О, что для 
всех элементов х е X выполняется неравенство 

||Ах|| < с||х||. 

Если Л — ограниченный оператор, то все постоянные с > О, 
обладающие указанным свойством, ограничены снизу нулем, 
и поэтому их множество имеет конечную нижнюю грань. Обо¬ 
значим ее через Ср: 

Со = іпі {с : ||Ах|| < с||х||, хеХ}. (58.28) 

Покажем, что для линейного ограниченного оператора А 
имеет место равенство 

Со=||А||. (58.29) 


Действительно, перейдя при фиксированном х е X к ниж¬ 
ней грани Со множества {с} всех чисел с, для которых справед¬ 
ливо неравество 

ІІАхІІ < сІІхІІ, 


получим 


||Лх|| < СоЦх 


Поэтому при X 5^ о имеем 

||Лх|| / ||х|| < С| 


откуда 


(58.25) ^^0 1|л:|| 

Обратное неравенство очевидно, так как из равенства (58.25) 
в силу определения верхней грани для любого элемента х е X, 
X ^ о выполняется неравенство 



вир 


ІІАхІІ 




т. е. ||Лх|| < ||А 
следует, что 

Итак, 


ІІ^д^ІІ ^ |и II 

||х|| ^ 

Согласно определению (58.28) отсюда и 

Со < ||А||. 

||Ах|| 


Со = знр 

х^О 11^1 


= А . 
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Коротко говоря, это равенство означает, что линейный опера¬ 
тор А ограничен тогда и только тогда, когда он имеет конеч¬ 
ную норму. 

Таким образом, множество линейных ограниченных опе¬ 
раторов составляет пространство У). 

В п. 41.6 было показано, что всякий линейный оператор 

Л:Х^У 

в случае, когда линейные нормированные пространства X и У 
конечномерны и в качестве норм в них взяты квадратичные 
нормы IIXII 2 и II г/II 2 , X е X, у е У, имеет конечную норму. В ко¬ 
нечномерных линейных пространствах все нормы эквивалент¬ 
ны (см. теорему 1 в п. 58.3), поэтому отсюда следует, что лю¬ 
бой линейный оператор А, отображающий конечномерное 
линейное пространство X в конечномерное же линейное про¬ 
странство У, ограничен при любом выборе норм в этих про¬ 
странствах, т. е. в этом случае 

2(Х; У) = ^{Х-, У). 

УПРАЖНЕНИЕ 13. Доказать, что если Х и У — линейные нормирован¬ 
ные пространства, причем У — банахово пространство, то пространство 
линейных ограниченных операторов У) также банахово. 

Так как всякое линейное нормированное пространство яв¬ 
ляется метрическим пространством, то можно говорить о не¬ 
прерывности отображения одного линейного нормированного 
пространства в другое. Оказывается, что понятие ограничен¬ 
ности линейного оператора тесно связано с его непрерывно¬ 
стью. 

ТЕОРЕМА 3. Пустъ X и У — линейные нормированные про¬ 
странства. Для того чтобы линейный оператор А \ X ^ У 
был ограничен, необходимо и достаточно, чтобы он был не¬ 
прерывен. 

Доказательство. Если А — ограниченный линейный 
оператор, то из неравенства 

||Ах -ЛхоІІ = ||А(х - Хо)|| ||А|| IIX - ХдЦ 

сразу следует, что 

Ит Ах =Ахг,. 

Если же А — непрерывный линейный оператор, то из 
непрерывности его в нуле следует, что, например, для е = 1 
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существует такое 8 > О, что из условия ||л:|| < 8 следует, что 

||Ал;|| < 1. 

Зафиксируем какое-либо Г], О < р < 8. Так как для любого 
л; 6 X, X ^ О, выполняется неравенство 


Г|Х 

||ж|| 



л < 8, 


то для любого хе X, х ^ О, согласно выбору числа 8, будем 
иметь 




(58.30) 


Но, в силу линейности оператора Л, имеет место равенство 



А{х). 


Следовательно, для любого хе X, х ^ 0, справедливо неравен¬ 
ство 


т. е. неравенство 


Йі 

ІІАхЦ , 1 

||ж|| Г| ’ 


что и означает ограниченность оператора А. □ 


Задача 3. Построить пример линейного разрывного оператора на 
некотором линейном нормированном пространстве. 


Рассмотрим теперь композицию линейных операторов. 

ТЕОРЕМА 4. Если X, У и 2 — линейные нормированные 
пространства, аА:Х^УиВ:У^2 — линейные ограни¬ 
ченные операторы, то для нормы композиции В ° А операто¬ 
ров А и В выполняется неравенство 

||ВоА|| < ||В|| ||А||. (58.31) 

СЛЕДСТВИЕ. Композиция ограниченных линейных опера¬ 
торов также является ограниченным линейным операто¬ 
ром. 

Доказательство. В самом деле, для любого х е X имеем 
||(В оА)(х)|| = ||В(Ах)|| < ||В|| ||Ах|| < ||В|| ||А|| ||х||. 

" " " " (58.27).(58.27). 

В силу свойства (58.28)—(58.29) нормы линейного оператора, 
отсюда сразу следует неравенство (58.31). □ 
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Произведением X х У линейных нормированных про¬ 
странств X пУ называется линейное пространство X х У (см. 
определение 11 вп. 58.1), в котором задана норма формулой 

||(л:,г/)|| ѴІМ 2 ТІЩ 2 , (58.32) 

где ||х|| — норма элемента х в пространстве X, а ЦуЦ — норма 
элемента у в пространстве У. 

Выполнимость аксиом нормы для ||(л;, у)|| легко устанавли¬ 
вается непосредственной проверкой. 

УПРАЖНЕНИЯ. 14. Доказать, что если 

||(х, г/)||* ‘'= тах {||х||, ||г/||} и ||(х, г/)||** =‘ ||х|| -Ь ||г/||, 

где (х, у) ^ ХхУ, ХиУ — линейные нормированные пространства, то 
11(^» г/)||*и ||(х, г/)||** являются нормами, эквивалентными норме (58.32). 

15. Доказать, что произведение банаховых пространств также является 
банаховым пространством. 

ТЕОРЕМА 5. Если А : X хУ ^ 2 — линейный ограниченный 
оператор, отображающий произведение X хУ линейных нор¬ 
мированных пространств X и У в линейное нормированное 
пространство 2, то существуют, и притом единствен¬ 
ные, такие линейные ограниченные операторы : X ^ 2 и 
А 2 : У ^ У, что для любого элемента {х, у) е ХхУ имеет мес¬ 
то равенство 

А{х,у)=А.^(х)+А2{у). (58.33) 

При этом для норм операторов А, и А 2 выполняются 

неравенства 

||аЛ<||А||, ЦлЛ < ||А||. (58.34) 

Обратно: еслиА.^ \ X ^ 2 и А 2 '.У ^ 2 — линейные ограни¬ 
ченные операторы, то оператор А \ ХхУ ^ 2, определенный 
формулой (58.33), является линейным ограниченным опера¬ 
тором и для него имеет место неравенство 

ЦлИКІІ + КЦ. (58.35) 

Доказательство. Если задан линейный ограниченный 

оператор Л : X хУ ^ 2, то для любого х е X положим 

Л^(х) =А{х, 0) 

Л2(у)=А(0,у). 


и для любого у е У 
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(58.36) 

(58.37) 



Как легко убедиться непосредственной проверкой, опера¬ 
торы и Аз линейны. Докажем их ограниченность: 

1К<*)11 <5в-в, 0)11 11"Ч1 “<*• «>11 (5^2, ІІ^ІІ М- 

Аналогично 

1|А2(у)||<||А|| ІІуЦ. (58.39) 

Из неравенств (58.38) и (58.39) сразу следует ограниченность 
операторов А^ и Аз, а также неравенство (58.34). 

Докажем формулу (58.33): 

А(х, у) =А{{х, 0) -Ь (0, у))=А{х, 0) -Ь А(0, у) ( 53 = 36 ), +^ 2 ^У)- 

(58.37)’ 


Если : X ^ Е п : В 2 : у ^ 2 — два таких линейных огра¬ 
ниченных оператора, что 

А(х, у) = ВДх)-Ь Вз(у), (58.40) 

то, заметив, что В2(0) = 0, будем иметь для любого х е X ра¬ 
венство 

ВДх) = ВДх) -Ь Вз(0) ( 58 = 40 ) 0) (58=36) 

Аналогично для любого і/ е У имеет место равенство 

В2Іу)=А2Іу), 


т. е. В 4 = А 4 , В 3 = А 3 , иначе говоря, линейные операторы А^ и 
А 3 , для которых имеет место формула (58.33), единственны. 

Наконец, если А^ : X ^ У, А 3 : У ^ У — линейные ограни¬ 
ченные операторы и оператор А : X х У ^ У определен форму¬ 
лой (58.33), то, очевидно, А — линейный оператор и, кроме 
того, ограниченный, ибо 

\\Мх, у) II ) 53 = 33 ) ||А4 (л:) -ь Аз(у)|| < ||А4 (л:)|| -Ь ||Аз(у)|| 

< ІІА4ІІ \\х\\ + ЦАзіі ііуіі 

и поэтому 

\\А(Х, у)|| ^ IIд II ||х|| 

||(Л^, у)|| (58Л2) " ^ ѴікІР -Ь ІІУІР 


+ Иа, 


ѴіИ |2 + ||у ||2 




іАіі + 


Отсюда сразу следует ограниченность оператора А и неравен¬ 
ство (58.35). □ 

Аналогично понятию произведения двух линейных норми¬ 
рованных пространств определяется понятие произведения п 
линейных нормированных пространств при любом натураль¬ 
ном п и для него доказывается теорема, аналогичная теореме 5. 
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58.7. Билинейные отображения 
нормированных пространств 

Введем понятие ограниченного билинейного отображения (см. 
определение 12 в п. 58.1). 

Определение 26. Билинейное отображение / : X х У ^ ^(Х,У 
и 2 — линейные нормированные пространства) называется 
ограниченным, если существует такая постоянная с > О, 
что для любых хе X, г/ е У выполняется неравенство 

||/(х, у)|| <с ||х|| ІІуЦ. (58.41) 

Нетрудно убедиться, что множество ограниченных би¬ 
линейных отображений X х У ^ 2 образует подпростран¬ 
ство линейного пространства всех билинейных отображений 
ХхУ^ .^(см. п. 58.1). 

Если /(х, у) — ограниченное билинейное отображение, то 
нижняя грань всех постоянных с > О, для которых выполняет¬ 
ся неравенство (58.41), называют нормой билинейного отобра¬ 
жения и обозначают ||/||: 

ІІ/ІІ = ІПІ {с : ||/(х, у)\\ < с ||х|| ІІуЦ}. (58.42) 

Справедливость аксиом нормы для ||/|| на линейном про¬ 
странстве всех ограниченных билинейных отображений 
І '.ХхУ ^ 2 легко устанавливается непосредственной проверкой. 

Из неравенства (58.41) и определения (58.42) следует, что 
для всякого ограниченного билинейного отображения / вы¬ 
полняется неравенство 

Ых,у)\\ < ІІ/ІІ \\х\\ ІІуЦ. (58.43) 

Линейное нормированное пространство ^5?(X х У; 2) огра¬ 
ниченных билинейных отображений / : X х У ^2 обозначает¬ 
ся также через ^^^Х, У; 2). 

В частности, при X = У для пространства ^^{Х х X; 2) = 
= і?(Х^; 2) употребляется и обозначение .5?2(Х, X; 2). 

ТЕОРЕМА 6. Для того чтобы билинейное отображение г = 
= /(х, у), X & X, у & У, г & 2, произведения X х У линейных 
нормированных пространств X иУ в линейное нормирован¬ 
ное пространство 2 было непрерывным, необходимо и до¬ 
статочно, чтобы оно было ограниченным. 

Доказательство. Если билинейное отображение 

/:ХхУ^.г 
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ограничено, то для любых Хр е X, х е У, У, у & У, имеем 
Ых, у) - /(Хц, г/о)|| = ||/(х, у) - /(Хц, у) + Ял:о> У) ~ Я^о’ Уо)ІІ < 

< \\Г(Х - Хо, г/)|| + ІІДхо, у - г/о)ІІ 

< с(||х - ХоІІ \\у\\ + ЦхоІІ \\у - г/о)||) < 

—Уо 

< с[||х - ХоІІ (\\уо\\ + \\у - Уо\\) + ||:зСо|| \\у - 1 /(,)||]. 

Очевидно, что из этого неравенства сразу следует непрерыв¬ 
ность отображения / в точке (Хд, у^): 

и „ Я^, у) = Уо)- (58.44) 

|(л:, у) - (Хц, г/(,)|| ^ О 

Если, наоборот, билинейное отображение р. X хУ ^ 2 не¬ 
прерывно на X X У, то, в частности, оно непрерывно в нуле и, 
следовательно, например, для е = 1, существует такое 8 > О, 
что как только ||х|| < 8 , ЦуЦ < 8 , то выполняется неравенство 

||Ях,у)||<1. (58.45) 

Зафиксируем какое-либо т), О < т) < 8 . Тогда для любых х е X и 
у е У , X ^ О, у ^ О, будут выполняться неравенства 


поэтому 


гіх 

ІІХІІ 


= _п_ 

ІІХІІ 


||х|| = Г] < 8, 


ЧУ 


< 5 , 




Г|Х 

ІІХІІ 


ж 

ІЫІ 


< 1 . 

(58.45) 


Отсюда, использовав билинейность отображения /, получим 


ІІЯ^, У)ІІ < ІкІІ ІІУІк х^о, у^О. 

При X = О или у = О это неравенство также справедливо, так 
как ДО, х) = Дх, 0) = 0. Таким образом, отображение / дей¬ 
ствительно ограничено. □ 


УПРАЖНЕНИЕ 16. Доказать, что если 2 — банахово пространство, то 
пространство билинейных ограниченных отображений (X, У; 2) так¬ 
же банахово (X и У — линейные нормированные пространства). 

Пусть / : X X У ^ 2 — билинейное отображение произведе¬ 
ния линейных нормированных пространств X и У в линейное 
нормированное пространство 2. При фиксированном элементе 
X 6 X отображение / задает некоторое линейное отображение 
(обозначим его Д) пространства У в пространство 2: 

Жу) ^(х, у), У е У. (58.46) 
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При этом если / — ограниченное билинейное отображение, то 
ІІШІІ (58=46) II ^>11 (58ЛЗ) ІІ^ІІ ІІ^ІІ ІІ^ІІ’ 
поэтому также является ограниченным отображением и, со¬ 
гласно определению нормы линейного оператора, 

ІІ4ІІ < ІІ/ІІ ІкІІ- 

Таким образом, для каждого билинейного отображения 
/ 6 ■^) отображение 

(58.48) 

отображает пространство X в пространство ^(У; 2). 

Из формул (58.46) и (58.48) следует, что 

(Ріх)) (у) Ш ( 58 = 46 ) (58.49) 

ЛЕММА 8. Отображение Р (см. (58.48)) является линейным 
ограниченным оператором, отображающим пространство 
X в пространство і?(У; 2^), т. е. Р & ^{Х, і?(У; 2)), и 

ІИ = ІІ/ІІ. (58.50) 

Доказательство. Пусть х-^ е X, ^2 е X, и Я ,2 — числа, 
тогда для любого у & У имеем 

(^'(ЯіХі -Ь ^ 2 X 2 )) (г/) -Ь Х^х^, у) = 

= Яі /(^1, у) + Я2 /(^2, у) ^53= (Яі^’(л:і)) {у) + (К^РІХ^)) {у) = 

= (Яі^'(хі) -Ь Я2^’(л:2)) іу), 

и так как это верно для каждого у & У, то 

і^(Я;^х^ + Я2л;2) = Я^і^(х^) + Я2^’(х2), 

т. е. — линейный оператор. 

Ограниченность оператора Р следует из неравенства 

11^(^)11 (58=48) ІІ^-ІІ (58Л7) И^И И^И- 

Более того, из этого неравенства вытекает, что 

11^11< ІІ/ІІ- (58.51) 

С другой стороны, ограниченность оператора Р означает, 
что для любого X & X выполняется неравенство 

ІІВДИІИІ ІІ^ІІ, (58.52) 

поэтому 

Шх, у)\\ (53= д^ ||(ад)(у)|| < ІІВДІІ ІІУІІ ІІІ^ІІ ||х|| ІІуЦ. 
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Отсюда, в силу определения (58.42), имеем 

||/||<И. (58.53) 

Из неравенств (58.51) и (58.53) следует равенство (58.50). □ 
Определение 27. Отображение одного линейного нормирован¬ 
ного пространства на другое называется изоморфизмом 
или изоморфным отображением, если оно взаимно-однознач- 
но, линейно и сохраняет норму. 

Два линейных нормированных пространства, для которых 
существует изоморфное отображение одного на другое, назы¬ 
ваются изоморфными. 

Пример. Пространство і?(і?, X) для любого линейного 
нормированного пространства X изоморфно с X. 

Поставим в соответствие каждому элементу х е X оператор 
I ^ іх, і & К. Очевидно, что оператор : К ^ X линеен и 
ограничен: ||А|| = ||х||. Легко убедиться, что соответствие х 
является изоморфизмом между X и X). 

ТЕОРЕМА 7. Если Х,У и 2 — линейные нормированные про¬ 
странства, то пространства ^\{Х, У; 2) и і^(Х; ^{У, 2)) яв¬ 
ляются изоморфными пространствами, причем изоморфным 
отображением пространства У; 2) на пространство 

^{Х‘, ^{У, 2)) является отображение 

(58.54) 

(см. (58.46) и (58.48)). 

Доказательство. Обозначим отображение (58.54) через Ф: 

Ф(Г) = Р. (58.55) 

Согласно определению, отображение Ф(/’) является таким 
отображением пространства X в пространство .5?(У; 2), что для 
любого X & X элемент (Ф(/))(л:) является отображением У в и 
для него выполняется равенство 

(505)^(5^48)/- (58.56) 

Поэтому для любого у & у выполняется соотношение 

((Ф(/))(х))(і/) ^ 53 = ,, Ш (58=46) /(^’ У)- (58-57) 

Докажем линейность отображения Ф: пусть /, §■ е 
Я-і, Я ,2 — числа, тогда 

((Ф(Я/ + р^))(х))(г/) (Я/ + рё)(х, у) = 

= Щх, у) + цё’(л:, у) ( 53 = Я((Ф(/))(х))(г/) + р((Ф(^))(л;))(у) = 

= ((ЯФ(/))(х) + (цФ(^))(х))(г/) 
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(мы здесь использовали обычное правило сложения функций 
и умножения их на число). Так как это равенство верно для 
любых I/ е У, то 

(Ф(Х/ + ц^))(х) = (ХФ(/))(х) + (рф(^))(х) = (ШГ) + Цф(^))(^), 
и так как это верно для любых хе X, то 

ФПГ + = 1Ф(Г) + цф(^), 

что и означает линейность оператора Ф. 

Если Р = Ф(/), то ІІ/ІІ = ||Е|| (см. (58.50)), т. е. оператор Ф 
действительно сохраняет норму. Поэтому если / 5^ 0, а следо¬ 
вательно, и ІІ/ІІ о, то ||Ф(/)|| о, откуда Ф(/) 5^ 0, т. е. ядро 
отображения Ф состоит только из нуля, что означает взаим¬ 
ную однозначность (инъективность) отображения Ф. 

Наконец покажем, что отображение Ф отображает про¬ 
странство ■^) пространство і?(Х; і?(У, 2)) 

(сюръективность отображения Ф). 

Пусть Р — линейный ограниченный оператор, отображаю- 
ш;ий пространство X в ^{У; 2), тем самым для каждого х е X 
элемент Р{х) является ограниченным линейным оператором, 
отображаюіцим пространство У в Это означает, что для 
каждого у & У элемент (Е(х))(г/) принадлежит пространству 2. 

Положим 

/(х, у) (Р(х))(у). (58.58) 

Из линейности операторов Р и Р(х) следует, что /(х, у) яв¬ 
ляется билинейным отображением X х У в а из неравенства 

(58=58) 11№))(У)11 (58^7) (58^27) 

— его ограниченность, т. е. / е .5’2(Х, У; 2). При этом 

((Ф(/))(х))(у) ^ 33 = /(X, у) ^ 53 = 3 ^ (Р(х))(у), 

и так как это неравенство верно для любых хе X, у е У, то 

Ф(/) = Р.П 

По аналогии с ограниченными билинейными отображения¬ 
ми вводится понятие ограниченных мультилинейных отобра¬ 
жений (см. п. 58.1) произведения линейных нормированных 
пространств Х^, Х 2 , ... , Х„ в линейное нормированное про¬ 
странство У и определяются их нормы. Линейное нормирован¬ 
ное пространство мультилинейных ограниченных отображений 
/ : Х^ X Х 2 X ... X Х„ ^ У обозначается :^„(Х^, Х 2 , ..., Х„; У). 
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Имеет место теорема, аналогичная теореме 8. Например, 
при п = 3 доказывается, что пространство ^з(Х^, Х 2 , Х^; У) 
изоморфно пространству ^{Х-^; ^{Х^, Х^-, У), которое, в силу 
теоремы 7, изоморфно пространству -^^(Хз; ^{Х^-, У))). 

В случае произвольного п пространства і?(Х^; ^^(Хз; 
і?(Хз; ... , І?(Х„; У) ... ))) и і?„(Хі, Хз, ... , Х„; У) изоморфны 
между собой, при этом существует такой изоморфизм этих 
пространств, что для Р е ^{Х^-, ^^'(Хз; ... , ^{Х^, У))) и / е 
е Х 2 , ... , Х„; У), соответствующих при нем друг другу, 

для любых е Х/^, к = 1, 2, , п, имеет место соотношение 

{...і(Рхі)х2)...)х^ = /(хі, Х2, ... , х„). (58.59) 

В заключение отметим, что когдаХ^ = Х 2 = ... = Х^ = X, то 
вместо і?„(Х, X, ... , X; У) пишут І^„(Х«; У). 


58.8. Дифференцируемые отображения 
линейных нормированных пространств 

Определению понятия дифференцируемости отображения мно¬ 
жества, лежащего в одном линейном нормированном простран¬ 
стве, в другое такое пространство предпошлем, как всегда, не¬ 
сколько замечаний о символе «о малое» для рассматриваемого 
случая. 

Пусть X и У — линейные нормированные пространства. 
Е с X и Хд 6 X. 

Отображение а : Е ^ У назовем бесконечно малым при 
X ^ х^по сравнению с функцией ||х — ХрЦ" и будем писать 

а(х) = о((х - Хц)"), 

если существует такое отображение е : Е ^У, что для всех 
точек из множества Е, принадлежащих некоторой фиксиро¬ 
ванной окрестности точки Хц, имеет место равенство 

а(х) = е(х)||х - ХцІІ" (58.60) 

и 

Ііт е(х) = 0. (58.61) 

Если отображение а(х) определено в точке Хц, т. е. Хц е Е, 
то и отображение е(х) также определено в этой точке, а следо¬ 
вательно, согласно определению предела, и непрерывно в ней: 

е(Хо) = 0. 
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Определение 28. Отображение / открытого множества С 
линейного нормированного пространства X в линейное нор¬ 
мированное пространство У называется дифференцируе¬ 
мым в точке X & О, если существует такой линейный огра¬ 
ниченный оператор А : X ^ У, что имеет место равенство 

/(х + Н) = /(х) + Л(/і) + о(/і), /і 6 X, /г ^ 0. (58.62) 

Линейный оператор А называется дифференциалом отобра¬ 
жения / в точке X и обозначается В/(х) (или, более подробно, 
(І)/)(х)). Дифференциал ДДх) называется также дифференциа¬ 
лом Фреше*. 

Используя обозначение дифференциала, определение (58.62) 
можно записать в виде. 

Дх + Н) = Дх) -Ь Х)Дх)/г -Ь о{к), (58.63) 

(здесь для краткости написано Х)Дх)/г вместо (і)Дх))(/і)). 

Дифференциал Фреше ДДх) называют также производ¬ 
ной Фреше и обозначают /'(х). В конечномерном случае (см. 
п. 41.7), по аналогии со случаем числовых функций, мы на¬ 
зывали производной отображения матрицу дифференциала 
(матрицу Якоби) в некотором заданном базисе. В бесконечно¬ 
мерном случае нет прямого аналога этого определения хотя 
бы потому, что не во всяком линейном нормированном про¬ 
странстве имеется базис. В том случае, когда в рассматри¬ 
ваемых пространствах суш;ествуют базисы, линейные опера¬ 
торы, в частности дифференциалы, можно задавать их беско¬ 
нечными матрицами, но мы на этом не будем здесь останавли¬ 
ваться. 

Отметим, что если отображение Р : С ^ У, О X, диффе¬ 
ренцируемо в точке хе О, то оно и непрерывно в этой точке. 
Это сразу следует из формулы (58.63): 


Иш Дх + Л) = Дх). 


Пример 1. Если X — линейное нормированное про¬ 
странство, Хц е X, а 6 X и Ді) = Хд + іа, -оо < і < -ьоо^ то ото¬ 
бражение / : К ^ X дифференцируемо во всех точках и 


Д(Хо + іа) = а. 


(58.64) 


Действительно, здесь Ді -\- Н) = /{і) -Ь ай, т. е. условие 
(58.63) выполняется при о{й) = 0 (напомним, что каждый эле- 


* М. Фреше (1878—1973) — французский математик. 
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мент а е X можно рассматривать и как элемент пространства 
X), см. пример в п. 58.8). 

Формулируемые ниже теоремы 8—10 доказываются до¬ 
словно так же, как аналогичные теоремы 3—5 в п. 41.6 для 
отображений множеств, лежап];их в конечномерных простран¬ 
ствах, так как в приведенных там доказательствах нигде не 
использовалась конечномерность рассматриваемых про¬ 
странств (длины |х| векторов евклидовых пространств надо за¬ 
менить, конечно, нормами ЦхЦ элементов линейных нормиро¬ 
ванных пространств). Поэтому здесь мы не будем приводить 
доказательства указанных теорем. 

ТЕОРЕМА 8. Если отображение / : С ^ У (С — открытое 
множество, О X, X и У — линейные нормированные про¬ 
странства) дифференцируемо в точке х & С, то его диффе¬ 
ренциал в этой точке определен однозначно. 

СЛЕДСТВИЕ. Дифференциал линейного отображения совпа¬ 
дает с самим отображением. 

ТЕОРЕМА 9 (линейность дифференциала). Если отображе¬ 
ния ^:С^Уи§'. С^У{0 — открытое множество в X, X и 
У — линейные нормированные пространства) дифференциру¬ 
емы в точке X & С, то для любых чисел Х и р линейная ком¬ 
бинация Я/ -Ь р§ также дифференцируема в этой точке и 

В(к^' -Ь Ц^)(х) = ХВДх) + рВ§{х). 

ТЕОРЕМА 10. Пустъ О и В — открытые множества соот¬ 
ветственно в X и У, а X, У и 2 — линейные нормированные 
пространства. Если отображение ^ : О ^ В дифференциру¬ 
емо в точке X е С, а отображение § : В ^ 2 в точке Дх), то 
композиция § ° ^ дифференцируема в точке х и ее дифферен¬ 
циал в этой точке равен композиции дифференциалов ото¬ 
бражений / и §: 

В{§ о /)(х) = В(тт ° ВДх). (58.65) 

Если X — линейное нормированное пространство, х^ е X, 
л; 6 X, то множество всех точек из X вида 
л:ц(1 - і) + іх, о < і < 1, 

называется отрезком [Хр, х], а множество всех точек вида 
Хо(1 - і) + іх, о < і < 1, 

— интервалом (Хр, х) в пространстве X. Точки Хр и х называ¬ 
ются концами указанных отрезка и интервала. 
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Пример 2. Если отображение і' : О ^ У (О — открытое 
в X множество) дифференцируемо в точке х + і^іг, О <Ц<^, 
интервала {х, х + /г) с С, то отображение §(1) = Дх + іН), 
О < і < 1, дифференцируемо в точке е (О, 1) и 

ё'ІЧ) = Г{х + ЦН)Ъ. 

Это сразу следует из формул (58.64) и (58.65). 

Наряду с понятием дифференцируемости отображения в 
смысле определения 28 бывает полезным понятие дифферен¬ 
цируемости отображения в данном направлении, к рассмотре¬ 
нию которого мы и перейдем. 

Определение 29. Пустъ X и У — линейные нормированные 
пространства, х&Х,Н&Х,хиН фиксированы, О, и ото¬ 
бражение / определено на элементах вида х іН при доста¬ 
точно малых і > О, Дх -Ь ііі) е У. 

Отображение / называется дифференцируемым в точке 
X по направлению вектора к, если существует такой эле¬ 
мент (Н^/)(х) е У, что 

Дх -Ь іН) = Дх) + {В^){х)і -Ь о{і), і ^ 0. (58.66) 

Это условие равносильно условию существования в простран¬ 
стве У предела 

Дх-Ь Ій) - Дх) /г\ \ 

1іт - - - = {П^){х). 

і —> О 

Элемент В^/(х) = (Н,^/)(х) называется производной по на¬ 
правлению к (или производной Гато* по направлению к). 

Производная Фреше НДх) и производная Гато Е^{х) име¬ 
ют разную природу: производная Фреше — элемент простран¬ 
ства і?(Х; У), а производная Гато — элемент пространства У. 

УПРАЖНЕНИЯ. 17. Доказать, что отображение х ^ ||х||, хе X {X — 
линейное нормированное пространство), имеет в точке х = О производ¬ 
ную по любому направлению и не дифференцируемо по Фреше. 

18. Доказать, что если отображение / :О^У((?сХ, ХиУ — линейные 
нормированные пространства, О — открытое в X множество) дифферен¬ 
цируемо в точке X е О по Фреше, то оно в этой точке имеет производную 
по любому направлению. 

Если у отображения / : ^ У, С с X, в точке х е С существу¬ 

ет производная по любому направлению, т. е. при любом к ^ О 
существует П/^/(х) е У, то, вообще говоря, этот элемент нели- 


* Р. Гато (ум. 1914) — французский математик. 
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нейно зависит от к. Если же существует такой линейный огра¬ 
ниченный оператор, обозначаемый обычно \Х что 

ІВЛхШ) = В^х), 

то этот оператор называется слабым дифференциалом, слабой 
производной или дифференциалом Гато. 

Если отображение имеет в некоторой точке слабый диффе¬ 
ренциал, то оно называется слабо дифференцируемой в ней. 
В этом случае равенство (58.66) имеет вид 

Дх + Ік) = Дх) + ^^^^{x)){к) + о(і), і ^ О 

(вместо (і)рдДх))(/і) пишут короче: В^^/(х)(к)) и оно уже имеет 
смысл для всех к & X. 

Дифференциал Фреше называют также сильным диффе¬ 
ренциалом. 

Очевидно, что если у отображения / : О ^ У, С с X, в точке 
X существует сильный дифференциал, то в ней существует и 
слабый дифференциал, причем они совпадают. В самом деле, 
если имеет место равенство (58.63), то при любом фиксирован¬ 
ном Л 5^ О и достаточно малом і > О будем иметь 

Дх -Ь Ік) = Дх) -Ь В/(х){ік) -Ь о{ік) = Дх) -Ь ШДх)(/і) -Ь о{і), і ^ О, 


так как 

оЦк) = о(||^/і||) = о(і||Л||) = о(і), і О 

{к — фиксированный элемент пространствах, не равный нулю). 

Это и означает, что сильный дифференциал является и 
слабым. 


УПРАЖНЕНИЕ 19. Привести пример отображения, имеющего в неко¬ 
торой точке слабый дифференциал и не имеющего в ней сильного. 

Указание: см. п. 37.7. 

В случае, когда X с Д", У = К, к & Д", к ^ О, к^ = щ = 
= (сова^, ... , С 08 аД, производная Гато {В^){х) слабо диффе¬ 
ренцируемой в точке X = (х^, ... , х„) 6 X функцией / : X ^ Д 

адх) 


п переменных связана с ее производной 


дН 


по направлению к 


(в смысле и. 37.7, т. 2) следующим соотношением: 

(Х),/)(Х) = Иш Ях + т - Дх) = ^ 


Л, дх, сН 


-1 


= |/г|(Ѵ/, \)=\к 


дКх) 

дКх) 

дк 


соз = 
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Можно показать (см.: Колмогоров А. Н., Фомин С. В. Эле¬ 
менты теории функций и функционального анализа. — М.: Нау¬ 
ка, 1986), что если у отображения / : С ^ У, С X, в некото¬ 
рой окрестности точки х е О суп];ествует слабая производная 
непрерывная в точке х (это означает, что отображение 
X (^^^)(x) 6 ^(Х; У), т. е. отображение вида X і?(Х; У), 
непрерывно), то в этой точке суп];ествует сильная производная 
НДх), причем она совпадает со слабой. Доказательство этого 
утверждения здесь не приводится, так как его проведение тре¬ 
бует знания дополнительных фактов из функционального 
анализа (теорема Хана-Банаха), а в случае несепарабельных 
пространств и сведений из теории множеств о вполне упорядо¬ 
ченных множествах. 

58.9. Формула конечных приращений 

Получим теперь для дифференцируемых отображений линей¬ 
ных нормированных пространств аналог формулы конечных 
прирап];ений Лагранжа для числовых функций (см. пн. 11.2 и 
15.2). Предварительно докажем следующее вспомогательное 
утверждение. 

ЛЕММА 9 (лемма Л. Шварца Пустъ ф — отображение отрез¬ 
ка [О, 1] в линейное нормированное пространство У, а \|/ — 
действительная функция, заданная также на отрезке [О, 1], 
причем ф и \|/ непрерывны на этом отрезке и дифференциру¬ 
емы в его внутренних точках. 

Если для всех і е (О, 1) выполняется неравенство 

||фЧ0ІІ<<(0, (58.67) 

то имеет место неравенство 

||ф(1)-ф(0)||<у(1)-у(0). (58.68) 

Доказательство. Зафиксируем произвольно е > О и обо¬ 
значим через множество точек отрезка [О, 1], для которых 
выполняется неравенство 

ІІФ(і) - ф(0)|| < Щі) - \|/(0) -ь еі -ь е. (58.69) 

В силу непрерывности ф и \|/, множество Е^, как определенное 
нестрогим неравенством, замкнуто: в самом деле, если Де Е^ л 
Ііт = У, то, перейдя к пределу при га ^ оо в неравенстве 

Л оо ^ 

||ф(^„) - ф(0)|| < - 4 ^( 0 ) + + е. 


* л. Шварц (род. в 1915 г.) — французский математик. 
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в силу непрерывности ф, \|/ и нормы, получим 

ІІФ(^о) - Ф(0)11 < Міо) - 'К(О) + е^о + е. 

Эго означает, что е Е^, т. е. что множество замкнуто. 

Множество Е^ не пусто, так как неравенство (58.69) заведо¬ 
мо справедливо для достаточно малых і, так как предел его 
левой части при і ^ О равен нулю, а правой равен е. 

Положим 

а = 8ирі^2. (58.70) 

Из замкнутости множества Е^ следует, что а е Е^. Покажем, 
что а = 1. В самом деле, пусть 

а<1. (58.71) 

В силу дифференцируемости отображения ф и непрерывности 
нормы, для любого е > о при достаточно малых Н> 0 имеем 


||ф(а + Л) - ф(а)|| = Ь\а)Н + о(/і)|| < |Иа)|| й + | Л. (58.72) 


Из неравенства (58.67) следует, что \|/(і) > 0 и, следовательно, 
функция \|/ не убывает, поэтому 

|\|/(а-Ь/г) - \|/(а)| = \|/(а-Ь /і) - \|/(а), /г > 0. (58.73) 

В силу же дифференцируемости функции \|/, для достаточно 
малых /г > о получим 

|\1/(а + К) - \|/(а)| = |\|/(а)/і -Ь о(/г)| > |'1^(а)| Н - |о(/г)| > 


>\і/(а)Л — |/г. 

Поэтому 


(58.74) 


||ф(а-Ь/г) - ф(а)|| < ||ф'(а)||/і -Ь |/г < \|/'(а)/г-Ь 

(58.72) 2 (58.67) 


2 (58.73), 

(58.74) 


< \|/(а -Ь /і) - \|/(а) -Ь гН. 
Заметив, что из условия а & Е^ следует 


(58.75) 


||ф(а)-ф(0)|| < \і/(а) - \і/(0) -Ь еа-Ь е, (58.76) 

(58.69) 

для всех достаточно малых Л > 0 будем иметь 


||ф(а + Н)- ф(0)|| = ||ф(а +Н) - ф(а) -Ь ф(а) - ф(0)|| < 
< ||ф(а + /г) - ф(а)|| + ||ф(а) - ф(0)|| 

(58.76)’ 

< \|/(а + К) - \|/(0) -Ь е(а + к) + г. 
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Таким образом, для числа а + Н при указанных к выпол¬ 
няется неравенство (58.69), что противоречит (58.70), так как 
Н>0. 

Итак, а = вир Е^ = 1. Это означает, что неравенство (58.69) 
справедливо при I = 1 ш любом е > 0: 

||ф(1) - ф(0)|| < \і/(1) - \і/(0) -Ь 2е. 

Перейдя в этом неравенстве к пределу при е ^ -ЬО, получим 
неравенство (58.68). □ 

ТЕОРЕМА 11. Если отображение ^ О ^ У {С — открытое 
в X множество, X и У — линейные нормированные про¬ 
странства) непрерывно на отрезке [х^, х] с О и дифференци¬ 
руемо на интервале (Хц, х), Хц -Ь /і е [Хр, х], то 

||Яхо + /і)-Яхо)||< ||л|| вир ||Я(^)||. (58.77) 

і, е (х„, х) 

Доказательство. Если вир ||/Ч^)|| = +о°, то неравен- 

5 е (х„, х) 

ство (58.77) очевидно, если же производная Я ограничена: 

0 ^^= вир ||Я(^)|| < +°°, 

5 е (Хд, х) 

ТО рассмотрим функции ф(і) = /(х^ -Ь іН) и = с||/г||і, 0 < ^ < 1. 
Функции ф и \|/ непрерывны на отрезке [0, 1] и дифференциру¬ 
емы на интервале (0, 1) (для отображения Я^’^о следу¬ 

ет из того, что оно является композицией отображений х = 
= X -Ь и /). Так как (см. пример 2 в. и. 58.8) 

фЧ^) = + ік)к, 

то 

ІІФЧОІІ < ІІГІІ ||й||<с||/г||=^(0, 0<і<1, 

и, следовательно, ф и \|/ удовлетворяют условию леммы 10, а 
неравенство (58.68) превращается в рассматриваемом случае в 
неравенство (58.77). □ 

58.10. Производные высших порядков 

Пусть / — отображение открытого множества О линейного 
нормированного пространства X в линейное нормированное 
пространство У. Если это отображение дифференцируемо во 
всех точках хе С, то его производная /'(х) е ^(Х; У) задает 
отображение : х І'іх) множества Ѳ в линейное нормиро¬ 
ванное пространство і^(Х; У). Если это отображение, в свою 
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очередь, дифференцируемо в точке хе О, то его производная 
іГУ(х) обозначается /"(х), т. е. 

Г(Х)=\ГУ(Х), (58.78) 

и является элементом пространства ^{Х; ^(Х, У)). 

Оператор Г'(х) называется второй производной отображе¬ 
ния / в точке X. Если отображение / имеет в точке х вторую 
производную, то оно называется дважды дифференцируемым 
в этой точке. 

Пусть к & X, к & X, тогда У'(х)Н е ^(Х; У) и {У'(х)Н)к е У. 
Отображение 

{к, к) ^ (Г(х)к)к 

является, как легко видеть, билинейной формой, т. е. элемен¬ 
том пространства (см. и. 58.7). 

Таким образом, вторую производную можно рассматри¬ 
вать как билинейную форму, определяемую равенством 

Г(х)(к, к) = іГіх)к)к, /г 6 X, й е X. (58.79) 

Задача 4. Билинейная форма /(х, і/), х е X, г/ е X (X — линейное 
нормированное пространство), называется симметричной, если для лю¬ 
бых элементов хе X и г/ б X выполняется равенство /(х, у) = /(г/, х). 

Доказать, что если отображение / открытого множества О с X в про¬ 
странство У дважды дифференцируемо в точке хе О, то вторая произ¬ 
водная /"(х) является билинейной ограниченной симметричной формой 
из .5?(Х^, У) (X и У — линейные нормированные пространства). 

Аналогичным образом определяются последовательно и 
производные высших порядков рассматриваемого отображе¬ 
ния У : С ^ У, б' с X: 

Г(Х) = (П'іх) 

и, вообш;е, 

/(«)(х) =^(/("-і))'(л:), п = 1,2, ... (58.80) 

(как обычно У^'Чх) = /(х)). При фиксированном х & С произ¬ 
водная У"(х) является отображением X в і?(Х; і?(Х; У)), т. е. 
У"(х) е ^(Х; ^(Х; і?(Х; У))). Подобным образом 

/(")(х)е ^( Х; І^(Х; ... , .^(Х ; У)...)). (58.81) 

X п раз 

Так как пространство =2"(Х; і?(Х; ... , .Й^(Х; У)...)) изоморф¬ 
но пространству п-линейных форм ,5(’^(X'^; У), то производную 
у(")(х) можно рассматривать как полилинейную форму 

/(«)(х)(йі, ... ,й„) =' (...(/(«)(х:)(йі)...)й„, (58.82) 

кі^ & X, к = 1, 2, , п. 
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Отсюда следует, что 

/0)(х)(Лі, ... ,Л„) = ((/<"-')Г(^)Лі)(/г2, -,К)- (58.83) 

В самом деле, согласно (58.81), 

/0)(х) 6 ^\Х-, І^( Х; І^(Х; . .. , У)...)), е X, 

Л - 1 раз 

но пространство і?(Х; і?(Х; ... , і?(Х; У)...)) изоморфно про¬ 
странству полилинейных функций .^^(Х" У), причем при опи¬ 

санном выше их изоморфизме оператору /1")(х)/г^ соответствует 
(п - 1)-линейная форма, определяемая равенством (см. 58.59)) 

(/0)(Х)Л,)(/І2, ... , К) = (...(/0)(х)Лі)/І2 ...)Й„. (58.84) 

Таким образом, 

/0)(х)(йі, ... , Л„) (/0)(х)Л,)(/і2, ... , Л„). 

( 58 . 84 ) 

Отсюда, в силу формулы (58.80), сразу следует равенство (58.83). 
По индукции доказывается формула 

((/('П))(я --)(х)(Лі, тШп -т+1^-Л^ = 

=/0)(х)(/г^, ... , Л„), о < т < п. (58.85) 

В том случае, когда /г^ = ^2 = ... = = /і, вместо /(")(х)(/г, ... , /і) 

будем писать /0)(х)/г". Таким образом, 

/0)(х)/і" = (...(/•«(л:)/г... )/і. (58.86) 


58.11. Формула Тейлора 


Докажем теперь справедливость формулы Тейлора для ото¬ 
бражений линейных нормированных пространств. 


ТЕОРЕМА 12. Если отображение ^ : О ^ У {С — открытое 
в X множество, X и У — линейные нормированные про¬ 
странства) имеет на отрезке [Хц, х^] О п непрерывных 
производных и на интервале (Хц, х^) производную порядка 
п + 1, то 


/(Хо + /г) - Я-^о) “ 


Пхо) 

2 ! 


/г2- ... 


п\ 


/г" 


< 




(и -Ь 1)! ^^ 


вир 

(Хд, хр 




(58.87) 
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СЛЕДСТВИЕ. Если в предположениях теоремы производная 
порядка га + 1 ограничена на интервале (Хд, л:^) 


с = зир 

5 е (Хд, х) 


то 

/(Хд + /г) = /(Хд) + Г(л:д)/г + 


||/« + 1(^)|| <+оо, 

Г'(Хо) , р , , /<"Чхо) 


/г 


0 . 


(58.88) 

/г" + о(/г"), 

(58.89) 


Доказательство. При га = 0 неравенство (58.87) уже до¬ 
казано: оно превращается в формулу конечных приращений 
(см. п. 58.9). В общем случае его доказательство проведем по 
индукции. Пусть теорема справедлива для всех к, 0 ^ к < п. 
Заметим, что 


/(*)(Х)/1* ((/0<* ^Кх)к’^ 1)/і, Хе (Хд, Хі), к = 1,2, 

и рассмотрим вспомогательную функцию 


.. , га, 
(58.90) 


ЖО = /(л:д + Щ - Яхд) - Г(Хд)(і/г) - ...-^ 

отображающую отрезок [0, 1] в пространство У. Очевидно, что 


^•(І) - 5-(0) = /(х^ + к)- /(Хд) - /'(Хо)к 






(58.91) 


и что ^(і) имеет на отрезке [0, 1] производную, для которой 
справедлива формула 

(58=64), ^'(^0 + іт - Г(^о)^ - ... - /•0)(хд)й« 

(58.65) 


/'(Хд -Ь Ій) - /'(Хд) 




1 й, (58.92) 


где выражение в квадратных скобках является элементом 
пространства ^{Х, У). Оценим норму этого элемента, приме¬ 
нив к отображению X ^ ^{Х, У) неравенство (58.87) (это 
возможно в силу индуктивного предположения: производная 
/' имеет га производных): 


І\Х^ + Ій) - /'(Хд) 


1 

(га - 1)! 


(Я)(га-1)(ій)"- 


< 




ІІійЦ" 

га! 


зпр 11(ГУ"’(^)|1 = 

^ е (Хд, х) (58.80), 

(58.86), 
(58.88) 


сі«||й||« 
га! ’ 


(58.93) 
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гдес= 8ир ||/(" + 1>(^)|| < +00. Следовательно, 

5 е (Хо, х) 

( 58 . 93 ) 


Применив лемму 9 к функциям ф(і) = §(і) и \|/(і) 
получим 


11^(1)-Ж0)|| < 


с||/г||" + ^ 
(п + 1)! ’ 


сі« + і||/г||" + і 
(п + 1)! ’ 


что, в силу (58.91), и означает справедливость формулы 
(58.87). □ 

Формула Тейлора (58.89) является обобщением формул 
Тейлора с остаточным членом в форме Пеано, полученные ра¬ 
нее как для скалярного случая (см. пн. 13.2 и 39.1), так и для 
векторного (см. пн. 15.2 и 50.1). 


§59 

Линѳйныѳ пространства 
со скалярным произведением 

59.1. Скалярное и почти скалярное произведения 

В этом параграфе будут изучены более узкие, чем рассмотрен¬ 
ные ранее, типы пространств, содержащие в себе как частный 
случай нормированные (соответственно полунормированные) 
пространства. 

Будут рассмотрены пространства, являющиеся обобщени¬ 
ем п-мерных векторных арифметических евклидовых про¬ 
странств (см. п. 35.4). 

Определение 1. Действительная функция, определенная на 
множестве упорядоченных пар элементов действительного 
линейного пространства X и обычно обозначаемая (х, у), х& X, 
у е X, называется скалярным произведением, если она для лю¬ 
бых точек хёХ,уёХ, 2 ёХи любых чисел Хе Е, р е Е удов¬ 
летворяет следующим условиям'. 

1°. (х, у) = (у, х) (к о м м у т а т и в н о с т ь). 

2°. (Хх -Ь РУ, г) = Х(х, г) -Ь р(у, г) (л и н е й н о с т ь). 

3°. (х, х) > 0. 

4°. Если (х, х) = о, то х = 0. 

Свойства 3° и 4° называются положительной определенно¬ 
стью скалярного произведения. 
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Конечномерное линейное пространство со скалярным про¬ 
изведением называется евклидовым пространством. 

Определение 2. Действительная функция, обозначаемая 
также обычно (х, у), определенная на множестве упорядо¬ 
ченных пар элементов действительного линейного про¬ 
странства X, X 6 X, г/ 6 X, и удовлетворяющая условиям 
1 ®, 2°, 3®, называется почти скалярным произведением. 

Согласно этому определению, скалярное произведение яв¬ 
ляется, конечно, и почти скалярным. 

Свойство 3° почти скалярного произведения называется 
его положительной полуопределенностью. 

В силу свойств 1° и 2° почти скалярного произведения, оно 
является билинейным отображением пространства Х^ = X х X 
в пространство действительных чисел К. 

Из свойства 2° почти скалярного произведения следует, что 
для любого элемента х е X выполняется равенство (х, 0) = О 
(здесь нуль в левой части равенства — нуль пространства X, 
а нуль в правой части — нуль действительных чисел). 

В самом деле, (х, 0) = (х, 0 • 0) р 0(х, 0) = 0. 

Аналогично вводится понятие и почти скалярного (в част¬ 
ности, скалярного) произведения в комплексном линейном 
пространстве X. В этом случае комплекснозначная функция 
(х, у) называется почти скалярным (соответственно скаляр¬ 
ным) произведением, если она удовлетворяет свойству 2® для 
любых комплексных чисел Яиц, свойству 3° и свойству 

{х,у)= {у, х), хеХ, уеХ, 

где, как всегда, черта над числом обозначает сопряженное ему 
комплексное число. 

В этом случае скалярное произведение уже не является би¬ 
линейным отображением в смысле определения 12 п. 58.1, 
так как оно не линейно по второму аргументу: 

(х, Ху) = {Ху, х) = Х{у, х) = Х{у, х) = Х{х, у). 

В дальнейшем под линейным пространством будем пони¬ 
мать действительное линейное пространство, если не оговоре¬ 
но что-либо другое. 

Линейные пространства, для элементов которых определе¬ 
на операция скалярного (почти скалярного) произведения, на¬ 
зываются линейными пространствами со скалярным {почти 
скалярным) произведением. 
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ЛЕММА 1 (неравенство Коши—Шварца). Если (х, у) — почти 
скалярное произведение в линейном пространстве X, то для 
любых X & X и у & X справедливо неравенство 

\(х,у)\ < ^{х, х) ^{у, у). (59.1) 

СЛЕДСТВИЕ 1 (неравенство треугольника). Для любых х & X 
и у ^ X имеет место неравенство 

^(х + у, х + у) < Дх, х) + Ду, у). 

СЛЕДСТВИЕ 2. Если (х, у )— почти скалярное {скалярное) 
произведение в линейном пространстве X, то функция 

ЦхЦ '=^ Дх, х) (59.2) 

является полунормой {соответственно нормой) в этом про¬ 
странстве, а неравенство Коши — Шварца (59.1) можно за¬ 
писать в виде 

|(л;, і/)| < ||х|| ||і/||. (59.3) 

Доказательство леммы. В силу свойства 3° почти ска¬ 
лярного произведения, для любого действительного числа Я, 
имеем 

(Кх -і- у, Хх у) > 0. 

Применив свойства 1® и 2° почти скалярного произведе¬ 
ния, получим 

Х^{х, х) -Ь 2Х{х + у) + {у, у) > 0. 

Если {х, х) = о, то 2Х{х, у) -Ь {у, у) > 0. Так как это справедли¬ 
во для любого действительного числа Я, то (х, у) = 0 действи¬ 
тельно, например, при {х, г/) > 0 на Я будет иметь место ограни¬ 
чение Я > ] • Следовательно, неравенство (59.1) справед¬ 

ливо — обе его части обращаются в нуль. 

Если же (х, х) ^ о, то дискриминант получающегося квадрат¬ 
ного относительно Я трехчлена неположителен 

(х, г/)2 - (х, х) {у, у) < о, 

а это равносильно неравенству (59.1). □ 

Докажем теперь следствие 1. 

{х + у,х + у) 20=30 |(л:, х) -Ь (х, у) -Ь {у, х) + {у, г/)|^<„ 

< (х, х) -Ь 2|(х, у)\ -Ь {у, у) < 

59.1 

< (х, х) -Ь 2 Дх, х){у, у) ={^{х, х) -Ь Ду, у) )2. □ 
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Свойства полунормы (соответственно нормы) для функции 
(59.2) (следствие 2) проверяются непосредственно: 

1°- \\х\\ Лх, х) > 0; 

2°. ||Я,х|| ЛХх/Щ = ^кНхТ^) = |Я| ^{х, х) = |Я| ||х||; 


3°. \\х + УІІ ^д= 2 ) Ѵ(л: + у, х + у) Лх, х) + Лу, у) 

х\\ + \\у\\. 


Если (х, у) — скалярное произведение и ||х|| = 0, т. е. ^{х, х) = 0, 
то, согласно свойству 4° скалярного умножения, х = 0. □ 

Из доказанного непосредственно вытекает следуюіцее ут¬ 
верждение. 

ЛЕММА 2. Каждое линейное пространство со скалярным 
{соответственно почти скалярным) произведением являет¬ 
ся нормированным {соответственно полунормированным) 
пространством с нормой {соответственно полунормой), оп¬ 
ределяемой формулой (59.2), а следовательно, линейное про¬ 
странство со скалярным произведением есть метрическое 
пространство с метрикой (58.18). 

Полунорму (59.2) будем называть полунормой (соответ¬ 
ственно нормой), порожденной заданным почти скалярным 
{скалярным) произведением. Расстояние (58.18), порожденное 
нормой (59.2) линейного пространства со скалярным произве¬ 
дением, будем также называть расстоянием, порожденным 
заданным скалярным произведением. 

Если х^Оиг/^0, топо аналогии с конечномерным случа¬ 
ем косинус угла ф = ху между векторами хе X и у е X линей¬ 
ного пространства х со скалярным произведением определяет¬ 
ся по формуле 


С08 ф 


{х, у) 

кІІІЫГ 


а сам угол ф определяется этим значением косинуса с точ¬ 
ностью до числа, кратного 2л. Таким образом, в этом случае 

(х, у) = ||х|| ІІУІІ С08 ф. 

Если / 6 X, II е II = 1, то вектор х^ = (х, 1)е называется проек¬ 
цией вектора х на прямую у = іе, -о° <і < Ч-оо^ а число 

(х, е) = ||х|| С08 ^ 

— величиной этой проекции. 

Неравенство Коши—Шварца в виде (59.3) справедливо и 
для комплексных линейных пространств (для них, как и для 

действительных пространств, ||х|| “ Ѵ(-^> :^) )> только доказы- 
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вается оно несколько сложнее. Пусть X — комплексное ли¬ 
нейное пространство с почти скалярным произведением. Для 
любых X 6 X, г/ 6 У и комплексного числа Я, е С, в силу свойст¬ 
ва 3^* почти скалярного произведения, имеем 

(Хх + у,Хх + у)> 0. (59.4) 

Раскрывая скобки согласно свойствам 1** и 2®, получим 
О < (кх + у, Хх + у) = 

= ХХ(х, х) + Х(х, у) + Х(х, у) + (у, у). (59.5) 

Пусть і — произвольно выбранное действительное число. 
Выберем теперь Я е С так, чтобы 

Х{х,у) = і\іх,у)\ (59.6) 

^ IГ у) I 

(подробнее: если (х, г/) 5^ О, то Я = , а если (х, у) = О, то 

у) 

Х = і). Тогда 

Х{х, у) =і\{х,у)\. (59.7) 

Перемножив равенства (59.6) и (59.7), получим 


ЯЯ(х, у){х, у) = і2|(х, г/)|2; 
отсюда при (х, у) 5^ О имеем 

XX = і^, (59.8) 


а в силу того, что X = I при (х, у) = О, равенство (59.8) имеет 
место всегда. Далее, 


Поэтому 


Я(х, у) +Я(х, у) ^=^^ 2і\{х,у)\. 

(59.7)’ 


(59.9) 


(Ях + у, Ях -Ь у) 


(59.5), 

(59.8) , 

(59.9) 


і\х, х) + 2і\х, у)| -Ь (у, у) > 0. 

(59.5) 


Следовательно, дискриминант получивпіегося квадратичного 
трехчлена неположителен: 

|(х, у)|2 - (х, х)(у, у) < о, 

а это равносильно неравенству (59.3). □ 

Суш,ествуют нормированные пространства, в которых нель¬ 
зя ввести скалярные произведения, порождающие нормы, эк¬ 
вивалентные соответствующим заданным в них нормам. Мож¬ 
но показать, что примером такого пространства является про¬ 
странство С [а, б] непрерывных на отрезке функций. 
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59.2. Примеры линейных пространств 
со скалярным произведением 

1. В множестве действительных чисел К обычная операция 
умножения является и скалярным умножением в смысле оп¬ 
ределения 1. 

В множестве комплексных чисел С скалярным произведе¬ 
нием чисел хну является произведение ху. 

2. Действительное арифметическое п-мерное векторное 
пространство Д", в котором скалярное произведение векторов 
х = {х-^, ... , х^) е Д" и у = (г/^, ... , уД е Д" определяется по фор¬ 
муле (см. (35.48) в п. 35.4) 

(х, у) = х^,уі + ... -Ь л;„у„, 

является линейным пространством со скалярным произведе¬ 
нием в смысле определения 1 п. 59.1. В этом случае норма эле¬ 
мента X е Д" совпадает с его длиной |л;| (см. п. 58.3, пример 2): 

||л:|| = |л:| = ^х^ -Ь ... -Ь , 

а соответствуюш;ая метрика с расстоянием в п-мерном ариф¬ 
метическом точечном пространстве: 

р(л;, у) = \\х - уІІ = 7(^1 “ Уі)^ + ••• + - Уп)^ • 

Напомним, что для этого пространства неравенство Ко¬ 
ши—Шварца было доказано нами раньше (см. лемму 1 в 
п. 35.1 и неравенство (35.55) в п. 35.4). 

В арифметическом комплексном пространстве С" (см. 
п. 58.1) скалярное произведение вводится по формуле 

(х, у) = ХіУі + ... + х„у„, X = (Хі, ... , х„) е С", 
у = (Уі, ... ,у„)б С". 

3. Рассмотрим линейное полунормированное пространство 
ВЬ 2 (а, Ъ) из примера 7, п. 58.3 при р = 2, состояш;ее из функ¬ 
ций с интегрируемым (вообш;е говоря, в несобственном смыс¬ 
ле) на промежутке с концами х = а и х = 5 квадратом, т. е. из 
таких функций /, для которых 

Ь 

I < +00, -оо < а < Ь < -Ьоо. 

а 

Пусть У 6 КЬ 2 (а, Ь) и §■ е КЬ 2 (а, Ъ). Вспомним, чго произведе¬ 
ние функций, интегрируемых по Риману на некотором отрез- 
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ке, также интегрируемо по Риману на этом отрезке. Поэтому 
на любом отрезке [^, р] с (а, Ь), на котором функции / и ^ ин¬ 
тегрируемы по Риману, будет интегрируемо по Риману и их 
произведение и, следовательно, имеет смысл рассматривать 
несобственный интеграл 

(59.10) 

а 

Кроме того, в любой точке і, в которой определены функции 
/ и справедливо неравенство 


\тт\ < 


ГЧі) + §ЧіГ 

2 


поэтому интеграл (59.10) сходится, и притом абсолютно. 

Почти скалярное произведение в этом пространстве опре¬ 
деляется формулой 

(г,§)=ітт(И- ( 59 . 11 ) 

а 

Свойства 1°, 2**, 3® почти скалярного произведения легко 
проверяются. Полученное пространство с почти скалярным 
произведением (59.11) будем также обозначать через ЕЬ 2 (а, Ъ). 

Заметим, что неравенство (59.2) в этом случае может быть 
записано следуюіцим образом: 


(і < I пті I 

^ а ''а а 

ОНО, как это уже отмечалось раньше, является частным случа- 
ем неравенства Гёльдера (см. п. 28.2*) при р = ^ = 2 ш называ¬ 
ется интегральным неравенством Коши—Буняковского. 

Полунорма, порожденная почти скалярным произведени¬ 
ем (59.11), имеет, очевидно, вид 

]ігнти (59.12) 

V а 

т. е. совпадает с полунормой (58.14), рассмотренной в примере 7 
п. 58.3 при р = 2. Отсюда следует, что почти скалярное произ¬ 
ведение (59.11) не является скалярным, так как в п. 58.3 было 
установлено, что полунорма (58.14) не является нормой при 
всех р > 1. 


* Оно следует из очевидного неравенства (| Ді)| - > 0. 
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Однако в подпространстве СЬ 2 (а, Ъ) пространства КЬ 2 (а, Ь), 
состояш,ем только из функций, непрерывных на рассматри¬ 
ваемом промежутке, почти скалярное произведение (59.11) 
является уже скалярным, ибо, как было показано в примере 8 
п. 58.3, в этом случае 

ІІ/ІІг = Ѵ(777) , / е СІ2{а, Ь) 

является не только полунормой, но и нормой. 

Для расстояния между двумя непрерывными функциями / 
и в этом пространстве получаем формулу 

Р(/, ^) = II/ - ^11 = || Шх) - ё(х)]Чх^''' . (59.13) 

Мы уже встречались со сходимостью функций в смысле этой 
метрики (см., например, следствие теоремы 12 в п. 55.9). 

Подчеркнем, что все сказанное справедливо для функций, 
определенных как на конечных, так и на бесконечных проме¬ 
жутках -оо < а < Ь < -Ьоо. 

УПРАЖНЕНИЕ 1. Пусть X — линейное пространство с почти скаляр¬ 
ным произведением. Элементы хе X и г/ е X называются эквивалент¬ 
ными, если ||х — уір = (х - у, X — у) = 0. Обозначим через х множество, 
элементами которого являются классы эквивалентных элементов про¬ 
странства X. Пусть хе X, у е X, х е х, г/е у, Я,ир — числа. Опреде¬ 
лим Хх -Ь РУ как элемент множества X, содержащий Хх -Ь ру, и положим 
(х, у) = (х, у). Доказать, что эти определения корректны, т. е. не зависят 
от выбора элементов хе хиуе у, и что X является линейным простран¬ 
ством, а (х, у) — скалярным произведением в нем. 


59.3. Свойства линейных пространств 
со скалярным произведением. 

Гильбертовы пространства 

Линейное пространство с почти скалярным произведением яв¬ 
ляется, согласно (59.2), и полунормированным. Поэтому для 
него определены понятие сходящейся последовательности, ее 
предела и понятие непрерывной функции (см. п. 58.4). 

ЛЕММА 3. Почти скалярное произведение (х, у) является не¬ 
прерывной функцией {см. п. 58.4) своих аргументов х и у на 
множестве X хХ, на котором оно задано: х & X, у & X. 
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Доказательство. В самом деле, для любых е X, і/ц е X, 
хе X и г/ 6 X выполняется неравенство 

1(^0’ Уо) ~ (^> У)\ = 1(^0 “ Уо) + Уо ~ У)\ < 

< Іко “ ^11 ІІУоІІ + ІІ^ІІ \\у ~ Уо11> (59.14) 

из которого сразу следует указанная непрерывность почти 
скалярного произведения. Действительно, если х е ІІ(х^, 8), 
у е 1/{уо, 8), то, заметив, что ||х|| < ||х — ХдЦ + ЦхцЦ < ЦхрЦ + 8, 
из (59.14) получим 

1(^о> Уо) - У)\ < Чуо\\ + (ІІ^оІІ + 8)8- 

Отсюда следует, что при любом фиксированном числе е > О 
всегда можно выбрать 8 = 8(е) > О так, что при х & 17 (Хц, 8), 
у & 17 (у о, 8) выполняется неравенство [(Хр, у о) - (х, у)\ < е; для 
этого достаточно выбрать 8 > О так, чтобы 8||г/о11 + (ІІ^оІІ + 8) 8 < е; 
это, очевидно, всегда возможно. □ 

В пространстве X с почти скалярным произведением мож¬ 
но говорить о сходимости рядов по полунорме, порожденной 

почти скалярным произведением: ряд ^ х„, х„ е X, х = 1, 2, ... 

П = 1 

называется сходящимся, если последовательность его частич¬ 
ных сумм 8^= ^ х„ сходится по указанной полунорме к не- 

к-І 

которому элементу 8 е X, который называется суммой ряда: 

со 

«= Е 

Л = 1 

Отметим, что сумма ряда в пространстве с почти скаляр¬ 
ным произведением определена неоднозначно. Однако, если 

8 = ^ х^ и 8* = ^ х„, т. е. 8 и 8* суть суммы одного и того же 

Л = 1 Л = 1 

ряда, то ІІ8* - 8ІІ = О (см. п. 58.4), и поэтому для любого элемен¬ 
та а е X имеет место равенство (8*, а) = (з, а). Действительно, в 
силу неравенства Коши — Шварца для почти скалярного про¬ 
изведения, 

1 (8*, а) - (з, а)| = 1(8* - 8, а)| < ||8* - 8|| ||а|| = 0. 

Из непрерывности почти скалярного произведения во всем 
пространстве следует, например, что ряды в пространстве с 
почти скалярным произведением можно умножать почленно 
не только на числовые множители, но и на элементы самого 
пространства. Докажем это. 
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ЛЕММА 4. Пустъ в пространстве X с почти скалярным 
произведением задан сходящийся ряд 

со 

Е = X, п = 1, 2, ... . 

Л = 1 

Тогда для всякого элемента а е X числовой ряд, получаю¬ 
щийся из данного ряда почленным умножением его на а, 
также сходится и 

Ё «) = («> «)• 

Л = 1 

Иначе говоря, для сходящегося ряда Е ^ любого эле¬ 
мента а 6 X справедливо равенство " " ^ 


Е (^я> «) = Е “ 


Л = 1 


Доказательство. Так как 

«= Ё 


я ^ і. = - 


то 


Е «) = Е «) = ( Е « ) = 

/і. г и _ 


= Е^ х^,а]= (8, а). 

Пример. Рассмотрим пространство ВТ 2 [а, Щ из примера 3 
п. 59.2. Пусть ряд ^ Д(і) функций Д е КЬ^а, Щ сходится в 

Л = 1 

этом пространстве и его суммой является функция /е 


ЯО = Е /я(0’ ^ ^ [“> ^]> 

Л = 1 

т. е. последовательность частичных сумм 

8я(0= Ё 4(0 

А - 1 

этого ряда сходится к функции / в смысле среднего квадра¬ 
тичного: 

Ин^ I [ЯО - = 0. 

^ а 

Тогда для любой функции ф(х) е і?Ь 2 [а, Ь], согласно лемме 4, 


со 

(Я Ф) = Е (4- Ф). 

л = 1 

т. е. 

^ со ^ 

[ і{х) і^{х)дх = Е [ /„(х) ф(х)(іх. 

а п-1 І 
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в частности, при ф = 1 

^ со ^ 

I 1{х)(1х = Е I /■„(х)сгл:. 

а п = 1 а 

Иначе говоря, 

^ г оо “I со ^ 

I Ё /п(^) = Ё I /піх)(ІХ. 

а \-П — 1 ^ л — 1 а 

Итак, если ряд функций с интегрируемым квадратом на 
отрезке [а, Ь] сходится на нем в смысле среднего квадратич¬ 
ного к некоторой функции также с интегрируемым квадра¬ 
том на [а, Ь], то ряд можно почленно интегрировать. 

Из равномерной сходимости на отрезке последовательности 
непрерывных функций вытекает сходимость этой последова¬ 
тельности к той же функции и в смысле среднего квадратично¬ 
го (см. п. 58.3), поэтому из доказанного здесь утверждения сле¬ 
дует, что если ряд непрерывных функций сходится на отрез¬ 
ке равномерно, то его можно почленно интегрировать. 

Этот результат был получен ранее другим путем в главе о 
рядах (см. теорему 9 в п. 32.4). 

Определение 3. Два линейных пространства X и У со ска¬ 
лярным {почти скалярным) произведением называются изо¬ 
морфными, если они изоморфны как линейные пространст¬ 
ва, и отображение /, отображающее пространство X на 
пространство У и осуществляющее этот изоморфизм, со¬ 
храняет скалярное произведение {почти скалярное произве¬ 
дение), т. е. для любых двух элементов х & X и у & X выпол¬ 
няется равенство 

{х, у) = {Дх), Ду)). 

Два изоморфных линейных пространства со скалярным 
(почти скалярным) произведением могут отличаться лишь 
природой своих элементов, а не метрическими свойствами, 
поэтому в дальнейшем изоморфные линейные пространства со 
скалярным (почти скалярным) произведением часто не будут 
различаться. 

Поясним это на примере. Пусть X и У* — линейные про¬ 
странства со скалярным (почти скалярным) произведением и 
пусть / — изоморфное отображение пространства X на множест¬ 
во У с У*. Тогда, «отождествляя» элементы пространствах с со- 
ответствуюіцими им элементами множества У, можно рассмат¬ 
ривать пространство X как подпространство пространства У*. 
Под этим понимается (сравните с соответствуюіцими конст¬ 
рукциями в пн. 57.1 и 58.4) рассмотрение линейного простран¬ 
ства X*, состоящего из элементов пространства X и элементов 
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множества У* \ У. При этом в пространстве X* операции сложе¬ 
ния элементов и умножения их на число вводятся так же, как 
это было сделано после определения 18 в п. 58.4, а скалярное 
(почти скалярное) произведение (х, у)^*, х е X*, у е X*, опреде¬ 
ляется в пространстве через скалярное (почти скалярное) произ¬ 
ведение в пространстве У* с помощью биекции Р : X* У*, зада¬ 
ваемой формулой (58.17), следующим образом: 

(х, у)у* = (Р(х), Р(у)), 

где в правой части стоит скалярное (почти скалярное) произ¬ 
ведение в пространстве У*. Легко проверить, что пространство 
X* изоморфно пространству У*. 

УПРАЖНЕНИЯ. 2. Доказать, что при фиксированном п все действи¬ 
тельные и-мерные линейные пространства со скалярным произведением 
изоморфны между собой. 

3. Доказать, что всякое конечномерное линейное пространство со ска¬ 
лярным произведением полно в смысле метрики, порожденной скаляр¬ 
ным произведением. 

Определение 4. Линейное пространство со скалярным произ¬ 
ведением, полное в смысле метрики, порожденной заданным 
скалярным произведением, называется гильбертовым про¬ 
странством. 

Просто же линейное пространство со скалярным произве¬ 
дением называют также предгильбертовым пространством. 
Это название оправдывается следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 1. Всякое предгильбертово пространство X со¬ 
держится, и плотно, в некотором гильбертовом простран¬ 
стве X*. 

Доказательство. Согласно теореме 4 п. 57.5 и теореме 2 
п. 58.5, достаточно показать, что на пополнение X* линейного 
нормированного пространства X можно продолжить с X скаляр¬ 
ное произведение с сохранением свойств 1®—4®. Это можно сде¬ 
лать с помощью предельного перехода. Действительно, так как 

X = X*, то для любой пары точек хе X* и у е X” существуют 
последовательности точек х^е X, у^е X, п = 1, 2, ... , такие, что 

Ит х„ = X, Ііт у„ = у. 

Покажем, что существует Ит (х„, у б. В самом деле, из 

Л —> оо 

неравенства (59.14) следует, что для всех натуральных тип 
К^т’ Ут) - Уп)\ < Ікт “ ^«11 ІІУтіІ + ІІ^піІ \\Ут “ Упі 
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Так как, в силу сходимости, последовательности {x^ и {і/^} огра¬ 
ничены по норме и являются фундаментальными, то из этого 
неравенства следует, что числовая последовательность {(х^, у^)} 
также фундаментальная и, следовательно, сходится. 

Положим, по определению, (х, у)= Ит (х^, у^). Легко про- 

верить, используя предельный переход, что это определение 
не зависит от выбора последовательностей {х^ и {у^ таких, 
что х^ ^ X, у^ ^ у и что для таким образом определенной 
функции (х, у) выполняются свойства 1** — 4° скалярного про¬ 
изведения. □ 

Полученное гильбертово пространство называется попол¬ 
нением исходного предгильбертова пространства. 

Примером гильбертова пространства является /г-мерное 
евклидово пространство (см. п. 35.4). Другие примеры будут 
рассмотрены далее. 

УПРАЖНЕНИЕ 4. Доказать, что предгильбертово пространство, изо¬ 
морфное гильбертову пространству, само является гильбертовым. 


59.4. Фактор-пространства 

Пусть для элементов некоторого множества X определено поня¬ 
тие их эквивалентности (иногда говорят «операции отождеств¬ 
ления элементов»): 

X — у, X, у € Х^ 

обладаюш,ее следуюіцими свойствами: 

1°. Каждый элемент эквивалентен сам себе, х ~ х, х & X. 

2°. Соотношение эквивалентности коммутативно: если 
X ~ у, то у ~ X, X, у е X. 

3°. Соотношений эквивалентности ассоциативно: если 
X ~ у и у ~ X, то х ~ г, х, у, г & X. 

Множество, элементами которого являются классы экви¬ 
валентных элементов (отождествленные эквивалентные эле¬ 
менты), называется фактор множеством множества X, соот¬ 
ветствующим заданной эквивалентности его элементов. Эле¬ 
менты фактор-множества называются обычно классами 
эквивалентности (см. далее § 63). Переход от множества к его 
фактор-множеству называется факторизацией множества. 

Мы уже встречались с подобной конструкцией, например 
при доказательстве теоремы о пополнении метрического про¬ 
странства (см. теорему 4 в и. 57.5). 
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Пусть X — линейное пространство, — его подпростран¬ 
ство, а элементы х, у & X назовем эквивалентными, если 

х - г/ е Хц. (59.15) 

В этом случае фактор-множество, соответствующее эквива¬ 
лентности (59.15), называется фактор-пространством про¬ 
странства X по подпространству Хд и обозначается X / Хц. 

ЛЕММА 5. Фактор-пространство линейного пространства 
X по его подпространству Хц является линейным простран¬ 
ством. 

Доказательство. Пусть А = {а}, В = {Ь} — элементы фак¬ 
тор-пространства X / Хд, т. е. классы эквивалентности (59.15), 
Оц & А,Ъ^& В, Я., ц — числа (действительные или комплексные 
в зависимости от того, какие рассматриваются линейные про¬ 
странства) и С — класс эквивалентности, содержащий элемент 
Яоц -Ь цЬр. Положим 

ЯА + рВ = С. (59.16) 

Это определение корректно в том смысле, что оно не зави¬ 
сит от выбора элементов в классах эквивалентности. В самом 
деле, если а^ е Л, е В, то ~ а^, ~ Ь^. Согласно определению 

(59.15), это означает, что - Ор е Х^ и - Ьо е Хц. Так как Хд 
является подпространством пространства X, то Я (а^ - Од) + 
+ ц(5^ “ ^0 ^ ^ 0 ’ поэтому 

(Яа^ + рЬ^) - (Яод + рЬд) = ^ («1 “ «о) + Ц (^1 “ ^о) ^ ^0 

и, таким образом, Яа^ -Ь ~ Я ад -Ь р Ьд, т. е. элемент Я а^ -Ь р 
принадлежит тому же классу эквивалентности С, что и эле¬ 
мент Я Од + Р Ьд. 

Операция ЯА -Ь рВ, определенная (нулевым классом) равен¬ 
ством (59.16) для элементов фактор-пространства Х/Хд, удов¬ 
летворяет аксиомам линейного пространства, так как этим ак¬ 
сиомам удовлетворяет линейная операция Яа -Ь рЬ над элемен¬ 
тами пространствах, а, 5 е X. 

Отметим, что нулевым элементом фактор-пространства 
X / Хд (нулевым классом) является подпространство Хд, кото¬ 
рое состоит, очевидно, из всех элементов пространства X, эк¬ 
вивалентных его нулю. Действительно, поскольку Хд подпро¬ 
странство, оно содержит нуль: 0 е Хд, а условие х ~ 0, соглас¬ 
но определению (55.15), равносильно условию х = х — 0 е Хд. 
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Если А — какой-либо класс эквивалентности и а е А, то, в 
силу определения (52.16), сумма Л -Ь Хр является классом эк¬ 
вивалентности, содержап];им элемент а + О = а, т. е. классом Л. 
Это и доказывает, что класс является нулем фактор- 
пространства Х/Х^, т. е. для любого А е Х/Х^ имеет место ра¬ 
венство А + Хд = А. □ 

Если X — линейное полунормированное пространство, то 
множество 

Хо = {д:б X: ||х|| =0} (59.17) 

является его подпространством. 

В самом деле, если х, у & X, то для любых чисел р имеем 

о < \\Хх + рг/ІІ < \Х\ ЦхЦ + ІрІ ІІрІІ = 0. (59.18) 

Из этого следует, что ||Я,х + рі/|| = 0. А это и означает, что 
Хх + рр еХц. 

ЛЕММА 6. Если X — полунормированное линейное простран¬ 
ство и Хц = {х е X : II хII = 0}, то фактор-пространство X / Хц 
является нормированным линейным пространством. 
Доказательство. Пусть А = {а} еХ/Хц и Нд е А. Положим 

||А|| = ||ао||. (59.19) 

Это определение не зависит от выбора элементов в классах 
эквивалентности. Действительно, если е А и, следователь¬ 
но, - Нд еХд, т. е. Ца^ - ад|| = 0, то, в силу свойства полу¬ 
нормы, (59Л7) 

I ІІ^іІІ “ ІІ^оІІ I ^ 11^1 “ ®о11 ^ ^ 

и поэтому 

ІкіІІ = ІкоІІ- (59.20) 

То, что функция ||А||, А 6 X / Хд, удовлетворяет аксиомам 
полунормы, следует из того, что им удовлетворяет полунорма 
||а||, а е X, пространствах. Покажем, что полунорма ||А|| явля¬ 
ется в действительности нормой, т. е. что из равенства ||А|| = 0 
следует, что А = 0. 

Пусть ||А|| = о и а е а. Так как ||а - 0|| = ||а|| = ||А|| = 0, то 
элемент а эквивалентен нулю: а ~ 0 и, следовательно, нуль 
входит в класс А. Это означает, что А является нулевым клас¬ 
сом: А = 0. □ 

Если X — линейное пространство с почти скалярным произ¬ 
ведением, то множество Хд = {х е X : (х, х) = 0} является его под- 
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пространством. Это следует из того, что функция х) = ||х|| 
является полунормой и Хц = {х е X : ||х|| = 0}. 

ЛЕММА 7. Если X — линейное пространство с почти ска¬ 
лярным произведением и Хц = {х е X : (х, х) = 0}, то фак¬ 
тор-пространство X / Хц является линейным пространст¬ 
вом со скалярным произведением. 

Доказательство. Пусть, как всегда, ||х|| = ^{х, х). Если 
Нд е А е X / Хц, & В & X / X^, то положим 

(А, Б) = (Но, Ьо). (59.21) 


Покажем, что это определение не зависит от выбора эле¬ 
ментов в классах эквивалентности. 

Пусть а^ & & В, тогда ||а^ - ацЦ = ||Ь^ - ЬцЦ = 0 и по¬ 
этому (59.15) 

|(аі, Ьі) - (Нц, Ьо)| = |(аі, - (а,,, -Ь (ад, &і) - (ад, Ьд)| < 

< |(аі - Нд, Ьі)| -Ь |(ад, - Ьд)| < ЦДі - Ндіі "Ь ||ад|| ||Ьі - Ьдіі = 0, 


И, следовательно, 

(«1, = (йд, Ьд). 

Функция (А, Б) обладает свойствами 1°, 2°, 3° скалярного 
произведения (см. определение 1 в п. 59.1), так как этими 
свойствами обладает почти скалярное произведение (а, Ъ) в 
пространстве X. Тем самым функция (А, Б) также является 
почти скалярным произведением. Покажем, что она в дейст¬ 
вительности представляет собой скалярное произведение, т. е. 
что из условия 

(А,А) = 0 (59.22) 

следует, что А = 0. 

В самом деле, почти скалярному произведению (а, Ъ) в про¬ 
странстве X соответствует полунорма 

||а|| = Ѵ(а, а), аеХ (59.23) 

(см. следствие 2 леммы 6 в п. 52.4), которая, согласно лемме 6, 
порождает в фактор-пространстве X / Хд норму 

||А|| = ||а||, а е А е X / Хд. (59.24) 

Но 

(59=21) (59=23) 11“11 (59=24) И^И- 

Поэтому из условия (59.22) следует, что норма ЦАЦ = 0, а 
поэтому А = 0. □ 
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59.5. Пространство із 

Напомним (см. пример 3 в п. 59.1), что линейное пространство 
непрерывных на отрезке [а, Ь] функций со скалярным произ¬ 
ведением, определенным по формуле (59.11), обозначается че¬ 
рез СЬ^а, Ь]. 

Норма в пространстве СЬ^^а, Щ определяется формулой 
(59.12). 

ЛЕММА 8. Пространство СЬ^а, Щ не является гильбертовым. 

Доказательство. Чтобы убедиться, что всякое простран¬ 
ство СЬ^а, Ь] не является полным, достаточно рассмотреть про¬ 
странство СЬ.^а, Ь] для некоторого фиксированного отрезка (по¬ 
чему?). Возьмем для определенности отрезок [—1, 1] и приведем 
пример фундаментальной в пространстве 1] последова¬ 

тельности функций, не сходяш,ейся в этом пространстве. 
Положим 


-1, 

если 




п 

пх. 

если 

-- < X < -, 71 = 1, 2, 



п п 

1, 

если 

- < х < 1, 


(59.25) 


(рис. 12). Очевидно, что функции /„(х), п = 1, 2, ... , непрерыв¬ 
ны на отрезке [-1; 1]. З 9 .МѲЧЗ.Я ДЗ.Лв05 ЧТО ^1, для ТП ^ 71 

имеем 

1 1/п 

ІІ4-/тР= I I 

-1 -\/п 

\/п 1/л о 

< I [І4(^)І + 4 \(1х=-, 

-\/п -1/п 

откуда, очевидно, следует, что последовательность (59.25) — 
фундаментальная в пространстве СЬ 2 [_а, 5]. 

Действительно, если задано е > О, то, выбирая так, что 

8 /По ^ в, для всех н ^ /І 0 и всех тті ^ н будем иметь ||Д — /тІІ ^ ~ ^ 

< — <г. Поскольку 

\ -1 при -1 < л: < о, 

Ит /„(х) = і О при х = О, 

1 1 при 0<л;<1, 
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У, 

1 



о 

’ 1 

і \ 

-1 



Рис. 13 


естественно ожидать, что если последовательность {/^} сходит¬ 
ся в смысле среднего квадратичного, то она сходится к той же 
функции, к которой она сходится поточечно, т. е. к функции 
(рис. 13): 

^еЛ-1 при -1<Х<0, 

/(х) = і О при X = О, 

[ 1 при О < X < 1. 

Однако эта функция / разрывна и поэтому / ё 1]. Следо¬ 

вательно, естественно ожидать, что последовательность {/^1 не 
имеет предела в пространстве СЬ^а, Щ. Покажем это. 

Нетрудно убедиться, что последовательность (59.25) схо¬ 
дится на отрезке [-1, 1] в смысле полунормы (59.12) к функ¬ 
ции /. Действительно, 

1 1/71 

II/ - = I іЯЛ - /„(ЛІ^С^Х = I ІЯЛ - 4(х)|2сгх < 

-1 -1/п 

< I [ІЯЛІ + |/„(ЛІ^]с?:^ < 4 \ (1х=^^0 при п^оо, 

-1/п -1/л 

так как 

|/(х)| < 1, |/„(х)| <1, X е [-1, 1]. (59.26) 

Предел по полунорме не единствен и поэтому возникает 
вопрос: не существует ли еще и непрерывной функции, кото¬ 
рая также является пределом последовательности (Я) в смыс¬ 
ле среднего квадратичного. Покажем, что такой функции не 


* Так как / “ уже не является непрерывной функцией, то здесь 
символ ІІФІІ обозначает уже полунорму (52.12) функции ф. Это следует 
иметь в виду и в дальнейших рассмотрениях. 
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существует. Допустим противное. Пусть существует такая не¬ 
прерывная на отрезке [-1, 1] функция §{х), что 

Ит к-/ 11=0. (59.27) 

Тогда 

II/ - ^11 = ||(/ - /„) + (/„ - ^)|| < II/ - /„II + ||/„ - ^11, 

где оба слагаемых правой части, в силу (59.26) и (59.27), стре¬ 
мятся к нулю при п ^ оо, а левая часть не зависит от п, следо¬ 
вательно, 

I \Кх) - §(х)\Чх = II/ - = 0; 

тем более 

I \і'(х) - §(х)\^(іх = о, I \^{х) - §{х)\^‘(іх = 0. (59.28) 

-1 о 

Рассмотрим, например, случай х ^ 0. Поскольку функции 
/ и ^ непрерывны на интервале (0, 1), в силу (59.28), они сов¬ 
падают на этом интервале (см. свойство 9° определенного ин¬ 
теграла в п. 24.1). Поэтому 

^■(-ЬО) = Ит ё’(х) = Ит /(х) = 1. 

X +0 X —> +0 

Аналогично из рассмотрения случая л; < 0 будем иметь 
§•(-0)= Ит /(х) = -1, 

х^-О 

т. е. ^ — разрывная в нуле функция. 

Полученное противоречие и доказывает утверждение. □ 
Итак, линейное пространство С^ 2 [а, Щ не полно. Однако 
мы знаем, что всякое предгильбертово пространство можно 
дополнить до полного, в частности это можно сделать и с рас¬ 
сматриваемым пространством. Мы вернемся к этому вопросу 
несколько позже, а сейчас рассмотрим еще одно пространство. 

Возьмем более широкий класс функций чем класс непре¬ 
рывных, а именно полунормированное пространство КЬ 2 {а, Ь) 
функций, для которых на некотором промежутке с концами 
X = а ш X = Ъ конечен интеграл 

Ъ 

I \^{хУ‘(1х, -оо < а < Ь < -ьоо, 

а 

С полунормой 

11/1І2 = ^^^^(x)(іx 
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(см. пример 3 в п. 59.2) и построим с помоп];ью его факторизации 
по подпространству ЛЬ®(а, Ъ) функций с нулевой полунормой: 

КЩа, Ь) = {/е КЬ^Іа, Ъ) : Ц/Ц^ = 0}, 
нормированное пространство 

КЬ 2 = ЕЬ^Іа, Ъ) = ЕЬ 2 {а, Ь)/КЬ^(а, Ь). 

(В случае, когда промежуток с концами х = а х = Ь являет¬ 
ся отрезком [а, Ь], -оо < а <Ъ < Ч-оо, вместо КЬ 2 Іа, Ъ) и ВЬ 2 (а, Ъ) 
пишут также ЕЬ^а, Щ и, соответственно, ЕЬ^а, Ь].) 

Замечание 1. Элементами пространства ЕЬ 2 (о-, Ь) явля¬ 
ются классы эквивалентных функций. В данном случае функ¬ 
ции называются эквивалентными (см. п. 59.4), если полунорма 
II • II 2 их разности равна нулю, иначе говоря, если равен нулю 
интеграл по рассматриваемому промежутку от квадрата их раз¬ 
ности. Однако в математической литературе часто встречается 

выражение «функция из пространства ЕЬ 2 »- Это условное вы¬ 
ражение означает просто, что речь идет о функции с интегри¬ 
руемым квадратом и, следовательно, принадлежаіцей одному 
из рассматриваемых классов эквивалентных функций, т. е. яв- 
ляюіцейся его представителем. Это выражение удобно, так как 
операция сложения, умножения на число и операция скалярно¬ 
го умножения классов эквивалентных функций сводятся к со¬ 
ответствую ш;ей операции над их представителями, причем ре¬ 
зультат не зависит от выбора указанных представителей. Это 
обстоятельство в известном смысле оправдывает также и часто 

употребляюіцееся условное выражение «пространство ЕЬ 2 {а, Ь) 
состоит из функций с интегрируемым квадратом»; в этом слу¬ 
чае пространство Діз нередко обозначается просто через Ліз- 

Замечание 2. Если в некотором классе эквивалентных 

функций, т. е. в элементе пространства ЕЬ 2 {о., Ь), имеется не¬ 
прерывная функция, то в этом классе нет другой непрерывной 
функции, так как если непрерывные функции эквивалентны, 
то они равны. 

Подмножество непрерывных функций, входяіцих в про¬ 
странство ЕЬ 2 Іа, Ъ), обозначается СЕ 2 Іа, Ь). 

Покажем, что отображение, ставяіцее в соответствие каж¬ 
дой непрерывной функции / е СЬ 2 (а, Ь) класс эквивалентнос¬ 
ти Е е ЕЕ 2 ІСІ, Ъ), к которому она принадлежит: / е Е является 
изоморфным. Это отображение называется естественным ото- 
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бражением СЬ 2 (а, Ъ) в КЬ 2 (а, Ь). В силу определения операций 
сложения элементов (являющихся классами эквивалентности), 
умножения их на число и их скалярного произведения в про¬ 
странстве КЬ 2 {а, Ь), сводящихся к таким же действиям над 
представителями классов эквивалентности, естественное ото¬ 
бражение является линейным и сохраняет скалярное произве¬ 
дение. Оно является взаимно-однозначным отображением (инъ¬ 
екцией) пространства СЬ 2 Іа, Ь) в пространство КЬ 2 Іа, Ъ), так как 
если бы при этом отображении две непрерывные функции ото¬ 
бразились в один и тот же элемент пространства КЬ 2 (о., Ь), т. е. 
в один и тот же класс эквивалентности, то они обе принадлежа¬ 
ли бы этому классу. А это, как было отмечено выше, возможно 
только в случае, если они являются одной и той же непрерыв¬ 
ной функцией. 

Для изучения свойств пространства КЬ 2 предварительно до¬ 
кажем три леммы об аппроксимации принадлежащих ему функ¬ 
ций. Вместо II • II будем для краткости просто писать || • ||. 

ЛЕММА 9. Пусть функция / с интегрируемым квадратом 
на конечном или бесконечном промежутке с концами а и Ъ, 
-оо < < а < & < -1-00. Тогда для любого е > О существует та¬ 
кая финитная ступенчатая функция {см. п. 55.2), что 

II/- ФІІ < е, знрр ф с (а, Ь). 

Иначе говоря, множество ступенчатых функций плотно в 
пространстве интегрируемых в квадрате функций. 

Доказательство. Предположим для простоты, что функ¬ 
ция интегрируема по Риману на любом отрезке [^, р], а <^<Л < Ъ 
(см. п. 55.1). Общий случай легко сводится к этому. 

Пусть задано е > 0. Зафиксируем так ^ и р, чтобы 

^ 6 р2 

I ^\х)дх^ ^^•{х)дх <. (59.29) 

а д 

Это возможно в силу того, что интеграл на отрезке [а, &] от 
функции сходится. Функция /, будучи интегрируемой по 
Риману на отрезке [^, р], ограничена на нем: 

|/(л:)|<М, (59.30) 

М — постоянная. 

Согласно лемме 2 в п. 55.2, для данного е > О существует 
такая финитная ступенчатая функция ф, что ее носитель 
вирр ф содержится в отрезке [^, р] (а следовательно, и в интер¬ 
вале (а, ЪУ), 

|ф(л:)| <М, хе [^,гі] (59.31) 
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(59.32) 


(это следует из замечания 1 п. 55.2) и 

I |/(л:)| -ф(х)|сгх< ^ 

Применив последовательно неравенства (59.29), (59.30), 

(59.31) и (59.32), получим 


II / - ФІІ^ = I [/(х) - ф(х)]^с?х = I р(х)<іх + I р{х)<іх + 

а а ц 

+ I Шх) - ф(х)]2сгх < |- + I [|/(х)| + |ф(х)|] |/(х) - Ц)(х)\ах < 

< ^ + 2М I |/(х) - ф(х)|сгх < I + 2М^ = е2. 

Отсюда следует, что ||/ - ф|| < е. □ 

ЛЕММА 10. Пустъ ф — финитная ступенчатая функция с 
носителем, содержащимся в интервале (а, Ь); тогда для лю¬ 
бого е > о существует такая финитная непрерывная функ¬ 
ция § также с носителем, содержащимся в том же интер¬ 
вале (а, Ь), что 

к-ф||<е. 


Доказательство. Достаточно рассмотреть случай харак¬ 
теристической функции полуинтервала, так как всякая фи¬ 
нитная ступенчатая функция является конечной линейной 
комбинацией подобных функций (см. п. 55.2). Итак, пусть за¬ 
дана функция 


Х(х) = 


1 для ^ < X < Г], 
о для X < ^ и X > 1), 


а <г\ < Ь, 


и задано е > 0. Возьмем какое-либо а > 0 так, чтобы выполня¬ 


лись неравенства 


^ г| - ^ 

а < -3 , а < 


и рассмотрим функцию §{х), график которой изображен на 
рис. 14. При желании ее можно аналитически описать сле- 
дуюптим образом: 

о для X < ^ и X > Г], 
для ^ < X < ^ -Ь а, 

§(х) =1 1 для ^-ьа<х<Г1-а, 

Г| - X ^ ^ 

^ для р-ачхчг]. 
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Рис. 14 Рис. 15 


Очевидно, что §{х) является финитной непрерывной функ¬ 
цией, носитель которой содержится в интервале (а, Ь). По¬ 
скольку |х(л;)| < 1, |^(л:)| < 1, -оо < X < -І-оо, то 

Их - = I [Х(л^) - §(х)]^с1х = I [х(х) - §(х)]Чх + 

+ I [Х(-^) - < I [|х(л:)|-Ь |^(х)|]2сгл:-Ь 

Г] - а ^ 

+ I [|х(^)1 + ^ 4 I (1х + 4 I <іх<8а<е^, 

т] - а ^ т1 - а 

т. е. Их -ё’ІІ < е. □ 

ЛЕММА 11. Если У является функцией с интегрируемым 
квадратом на конечном или бесконечном промежутке с кон¬ 
цами в точках х = а и х = Ь, то она на этом промежутке 
является пределом в смысле среднего квадратичного неко¬ 
торой последовательности непрерывных финитных функ¬ 
ций /„, ц = 1, 2, ... , носители которых лежат на интерва¬ 
ле (а, Ъ): 

И/„ - /ІР = I [/„(^) - т?(1х = 0. (59.33) 

Доказательство. Каково бы ни было е > 0, в силу леммы 9, 
существует такая финитная ступенчатая функция ф с носите¬ 
лем, содержащимся в интервале (а, Ь), что 

11/-фИ<|, 

а в силу леммы 10, для этой ступенчатой функции ф найдется 
такая непрерывная финитная с носителем на том же интерва¬ 
ле (а, Ь) функция §, что 

ІІФ-^ІІ < I 

и, следовательно (рис. 15), 

И/■-<?II < И/-фИ + И/-<?11 <е. 
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Выбирая теперь некоторую числовую последовательность 
е„ ^ +0 при /г^оо,п = 1,2, ...,и обозначая через соответ¬ 
ствующую числу е„, в силу указанной конструкции, непре¬ 
рывную финитную с носителем на интервале (а, Ъ) функцию, 
получим искомую последовательность {/„}, удовлетворяющую 
условию (59.33) (определение предела последовательности 
функций в смысле среднего квадратичного см. в п. 58.4), и та¬ 
кую, что вирр /■„ с (а, Ъ) для всех п = 1, 2, ... . □ 

Финитные функции, носители которых лежат на интерва¬ 
ле (а, Ъ), называются кратко финитными на интервале (а, Ъ) 
функциями. 

Определение 5. Подмножество пространства СЬ 2 {а, Ъ), со¬ 
стоящее из финитных на интервале (а, Ъ) функций, обозна- 

О 

чается СЬ 2 {а, Ъ). 

Очевидно, что лемма 16 означает, что любую функцию 
с интегрируемым на промежутке с концами в точках л: = а и 
х = Ъ квадратом, —оо < а < Ь < -Ьоо^ можно сколь угодно точно в 
смысле среднего квадратичного приблизить функциями из 

СЬ 2 Іа, Ь). Ясно, что СЬ 2 {а, Ъ) является линейным предгиль¬ 
бертовым пространством и 

СІ2(а,Ь)^СЬ2(а,Ь). (59.34) 

Вернемся теперь к естественному отображению СЬ 2 (а, Ь) 
ЕЬ2Іа, Ъ). 

ТЕОРЕМА 2. Естественное отображение СЬ 2 (а, Ъ) КЬ 2 (а, Ь), 
т. е. отображение, ставящее в соответствие каждой не¬ 
прерывной на промежутке с концами в точках х = а и х = Ь 
функции класс эквивалентности, к которому она принадле¬ 
жит, -оо < а < Ь < -Ьоо^ является изоморфным отображени¬ 
ем пространства СЕ 2 {а, Ь) в КЬ 2 Іа, Ъ), причем образ про- 

О 

странства СізС®» следовательно, в силу (59.34) и про¬ 
странства СЬ 2 Іа, Ь)) плотен в КЬ 2 (а, Ь). 

Доказательство теоремы 2. Обозначим через Ф есте¬ 
ственное отображение пространства СЬ 2 {а, Ь) в пространство 

ЯЬ 2 {а, Ь), т. е. отображение, ставящее в соответствие каждой 
непрерывной на промежутке с концами в точках х = а т х = Ь 
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функции / класс эквивалентных функций с интегрируемым 
на этом промежутке квадратом, которому она принадлежит, 
иначе говоря, класс эквивалентности, представителем которо¬ 
го она является. Таким образом, если 

/6 С^ 2 (а, Ь) и /е Ре КЬ 2 {а, Ь), 

то Ф(/) = Р. 

Выше (см. замечание 2) было уже доказано, что отображе¬ 
ние Ф является изоморфным. 

Покажем, что образ пространства СЬ 2 (а, Ъ) при этом ото¬ 
бражении является плотным в пространстве множе¬ 

ством. Пусть Р е КЬ 2 {а, Ь) и функция / является представите¬ 
лем элемента Р, т. е. / е Р. 

Поскольку / является функцией с интегрируемым на рас¬ 
сматриваемом промежутке квадратом, то, согласно лемме 11, 
она является пределом в смысле среднего квадратичного неко¬ 
торой последовательности непрерывных финитных на интерва¬ 
ле (а, Ь) функций (см. (59.33)), т. е. е СЬ 2 Іа, Ъ), п=1,2, ... . 
Если е 6 КЬ 2 (а, Ъ), то, согласно определению полунормы 
в пространстве КЬ 2 {а, Ь), получим 

ІІ-^п “ ^ “ /ІІДІ2’ 

где справа, как обычно, стоит полунорма (59.12). Отсюда, в 
силу равенства (59.33), получаем 

К-^ІІіГі2 = 0- (59-35) 

Поскольку класс эквивалентности Р являлся произвольно 

фиксированным элементом пространства КЬ 2 Іа, Ь), а Р^ = 
= Ф(/„)> где — непрерывная финитная на интервале (а, Ъ) 

функция и, следовательно, е Ф{СЬ 2 {а, Ъ)), п = 1, 2, ... , то 
равенство (59.35) и означает плотность образа множества 

СР 2 Іа, Ъ) в пространстве ЕЬ 2 (а, Ъ) при отображении Ф. 

Для доказательства же плотности образа множества СЬ 2 Іа, Ь) 

при его естественном отображении в пространство КЬ 2 (а, Ь) 
заметим, что из включения (59.34) следует очевидным обра¬ 
зом, что 

Ф(СІ2(а, Ь)) с Ф(СІ2(а, 5)) с КР2Іа, Ь). 
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А если в каком-либо метрическом пространстве X плотно мно¬ 
жество А, т. е. А = X и А с В с X, то, конечно, множество В 
также плотно в X, ибо А с В с X и так как А = X, то и В = X. 

О 

Поэтому из плотности множества Ф{СВ 2 (а, Ъ)) в пространстве 

ЯЬ 2 {а, Ь) следует и плотность в нем множества Ф (СІ 2 (®> Ь)). □ 
Если отождествить каждую непрерывную функцию / е 
6 СЬ 2 {а, Ь) с классом эквивалентных функций Р е КЬ 2 {а, Ь), 
которому она принадлежит: / е В, т. е. отождествить / с ее об¬ 
разом при естественном отображении Ф, то получим, что 

СВзС®» і>)) является подмножеством пространства ВВ 2 (а, Ь): 

СЬ2{а,Ь)^ЁВ2Іа,Ь). (59.36) 

Это включение называется естественным вложением про¬ 
странства СЬ 2 в пространство ВІ 2 - 

Итак, в силу (59.34) и (59.36), справедливы включения 

СЬ2{а, Ь) а СВ2(а, Ь) а ЕЬ2(а, Ь), 
причем, согласно теореме 2, 

СЬ2Іа, Ъ) = КЬ2{а, Ъ) 

— множество СЬ 2 Іа, Ь), а следовательно, и СЬ 2 (а, Ъ), плотны в 
пространстве КЬ 2 Ісі, Ь). 

Можно показать, что пространство КЬ 2 (сі, Ь) не является 
полным, т. е. не является гильбертовым пространством. 

Задача 5. Доказать, что пространство ЕЬ 2 (сі, Ь) не является полным. 

Выше было показано (см. п. 59.3), что всякое предгильбер¬ 
тово пространство можно дополнить до полного, т. е. до гиль¬ 
бертова пространства. В частности, это можно сделать и с про¬ 
странством КЬ 2 (а, Ъ). 

Определение 6. Пополнение предгильбертова пространства 
КЬ 2 = КВ 2 {а, Ь) называется лебеговым пространством Ь 2 = 
= Ь2(а, Ъ). 

В силу определения пополнения, 

ЕЬ2{а,Ъ)’^р2І.о-уЬ) (59.38) 


211 



и КЬ 2 {а, Ъ) плотно в пространстве І 2 (®’ ^)’ 


КЬ2{а, Ъ) = Ь2Ісі, Ъ). 

В силу включений (59.34), (59.36) и (59.38), имеют место 
естественные вложения 

СЬ2(а, Ъ) с СЬ2Іа, Ъ) с КЬ2Іа, Ъ) с Ъ). (59.39) 

Оказывается, что не только ЯЬ 2 плотно в пространстве Ьз, 
но и СЬз плотно в Ь 2 . 

ТЕОРЕМА 3. Пространство СЬ 2 {а, Ъ) плотно в простран¬ 
стве Ь 2 (а, Ъ). 

СЛЕДСТВИЕ. Пространство СізС®, Ъ) плотно в пространст¬ 
ве Ь 2 (а, Ъ). 

Из теоремы 3 и ее следствия непосредственно следует, что 
пространство Ь 2 Іо,, Ь) является пополнением не только про¬ 
странства ВЬ 2 , но и пространств СЬ 2 (а, Ъ) и СЬ 2 {а, Ъ). 

Доказательство теоремы 3. Пусть / е Ь 2 {а, Ъ) и пусть 
произвольно фиксировано е > 0. Для простоты все элементы 
пространства Ь 2 Ісі, Ь) будем также обозначать строчными ла¬ 
тинскими буквами, хотя они, вообп^е говоря, и не являются 
функциями. Так как пространство Ь 2 Іо,, Ь) является пополне¬ 
нием пространства КЬ 2 {а,, Ь), то суш,ествует такой элемент § е 
6 КЬ 2 Іа, Ь), что II/ - ё'^ь^ < е/2. Согласно включению (59.38) и 
плотности множества СЬ 2 {а, Ъ), в пространстве КЬ 2 (а, Ь), сущест- 

О 

вует такой элемент Н е СЬ 2 (а, Ъ), что 

\\ё-Нь^<^/^‘- 

Поэтому 

||/-й||^^<||/-^||^^+||^-Л||і^<|+|=е. 

Это и означает, что множество СЬ 2 Іа, Ь) плотно в простран¬ 
стве Ь 2 (сі, Ь). □ 

Следствие очевидным образом вытекает из теоремы, так 
как (как это было показано при доказательстве теоремы 2) ес- 
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ли подмножество А некоторого множества В, А В, плотно 
в каком-то метрическом пространстве X з 5, то и само мно¬ 
жество В тем более плотно в X. В данном случае СЬ 2 (сі, Ь) а 

с СЬ 2 Іа, Ь) с ^ 2 (^’ и СЬ 2 Іа, Ъ) плотно в Ь 2 Ісі, Ь). Поэтому 
СЬ 2 {( 1 , Ъ) также плотно в Ь 2 Ісі, Ь). 

УПРАЖНЕНИЕ 5. Доказать, что если X — метрическое пространство 
А В X, множество А плотно в множестве В, а множество В плотно в 
пространстве X, то и множество А плотно в пространстве X. 

Замечание 3. Если КЬ 2 Іо., Ь) и КВ 2 [а, Щ — полунорми¬ 
рованные пространства функций с интегрируемым квадратом 
соответственно на конечном интервале (а, Ъ) и отрезке [а, Щ, а 
КЬ^{а, Ъ) и КЬ^[а, Ь] — их подпространства, состоящие из 
функций с нулевой полунормой, то фактор-пространства 
КЬ 2 Іа, Ъ) / КЬ^{а, Ь) и КЬ 2 [а, Щ / ЕЬ^[а, Ь] изоморфны. 

Это следует из того, что каждую функцию из пространст¬ 
ва КЬ 2 {а, Ь) можно продолжить в функцию из пространства 
КВ 2 [а, Щ, доопределив ее произвольным образом в точках х = а 
и X = Ь. 

УПРАЖНЕНИЕ 6. Доказать, что функция /(х) = І/Ѵх на отрезке [О, 1] 
не является пределом в смысле среднего квадратичного последователь¬ 
ности непрерывных функций. 

Мы описали различные типы пространств. В анализе в ос¬ 
новном изучаются пространства, элементами которых явля¬ 
ются функции. Такие пространства называются функциональ¬ 
ными. 

Для простоты в примерах рассматривались функции одно¬ 
го переменного. Подобным же образом, если взять линейное 
пространство функций, непрерывных на замыкании некото¬ 
рого измеримого по Жордану множества О с Д", ввести ска¬ 
лярное произведение по формуле (ф, '!/) = / и пополнить 

получившееся пространство, то получим лебегово пространст¬ 
во, которое обозначается 1 - 2 (^ )• 

При этом можно показать, что все таким образом получен¬ 
ные пространства В 2 (Сг) будут сепарабельными бесконечномер¬ 
ными гильбертовыми пространствами. 

Бесконечномерность пространства І 2 [®> будет установле¬ 
на в п. 60.2, а его сепарабельность — в и. 60.3 (теорема 2). 
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в дальнейшем (см. п. 60.5, теорему 10) будет доказано, что 
все бесконечномерные сепарабельные гильбертовы пространст¬ 
ва изоморфны между собой. Таким образом, изучив определен¬ 
ные свойства функций одной или многих переменных, удается 
из некоторых их множеств образовать пространства Ь 2 . Одна¬ 
ко, превратившись в точки этого пространства, функции утра¬ 
чивают многие свои индивидуальные свойства. В частности, 
пространства І 2 неотличимы друг от друга по числу перемен¬ 
ных, от которых зависят функции, из которых образованы эти 
пространства. Это, конечно, нисколько не мешает применять 
функциональные пространства с большим успехом как в чисто 
теоретических вопросах, так и в приложениях математики. 

Введенные в § 57, 58 и 59 многочисленные определения бу¬ 
дут применяться в дальнейшем для описания определенных 
свойств различных классов функций в привычных и нагляд¬ 
ных геометрических терминах (пространство, точка, расстоя¬ 
ние, вектор, базис и т. п.); они помогут установить аналогии, 
имеюш;иеся между обычными п-мерными пространствами и 
пространствами функций, и выяснить специфические свойст¬ 
ва бесконечномерных функциональных пространств. 

59.6. Пространства ір 

Аналогично пространству Ь 2 Іо,, Ь) для любого конечного или 
бесконечного промежутка с концами в точках х = а и. х = Ь, 
—оо < а < 5 < Ч-оо^ можно построить полные нормированные 
(т. е. банаховы) пространства ^ріа, Ь), 1<р<+со. 

Рассмотрим полунормированное пространство КЬр(а, Ь) 
функций, для которых конечен интеграл 

I \/{х)\Р(1х 

к, ® 

С полунормой 

II/■||р=(I (59.40) 

(см. пример 7 в п. 58.3). Пусть ВЬр(а, Ь) — фактор-пространст¬ 
во полунормированного пространства ЕЬр{а, Ъ) по его подпро¬ 
странству КЬр (а, Ъ), состояш;ему из функций с нулевой полу¬ 
нормой II • 11^: 

КЬріа, Ъ) = КЬріа, Ъ)/ЕЬ^(а, Ь). 

Таким образом, элементами пространства ЕЬр являются 
классы эквивалентных функций. Функции в данном случае 
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называются эквивалентными (см. п. 59.4), если полунорма 
(59.40) их разности равна нулю. 

Определение 7. Пополнение пространства ЕЬр{а, Ъ) называ¬ 
ется лебеговым пространством Ьр(а, Ь). 

Пространство Ьр(а, Ъ), согласно определению, является пол¬ 
ным линейным нормированным пространством. Можно пока¬ 
зать, что ни при какомр ^ 2, 1 < р < -Ьоо, в пространстве Ьр(,а, Ъ) 
нельзя ввести скалярное произведение, порождающее его нор¬ 
му. Таким образом, пространство Ьр{а, Ъ) при р ^ 2 является ба¬ 
наховым, но не гильбертовым. 

Теорема 3 и замечание 2 переносятся на случай про¬ 
странств Ьр в том смысле, что они остаются верными, если в 
них степень 2 заменить на произвольную степень р > 1. Иначе 
говоря, справедливо следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 4. Пространство непрерывных финитных на 
интервале (а, Ъ) функций плотно в лебеговом пространстве 
^ріа, Ь), -оо < а < & < Ч-оо. 

СЛЕДСТВИЕ. Лебегово пространство Ьр(а, Ъ) является по¬ 
полнением нормированного пространства непрерывных фи¬ 
нитных на интервале (а, Ь) функций с нормой (59.40). 

Доказательство. Действительно, теорема 4 следует из 
аналогов лемм 9, 10 и 11, которые очевидным образом обоб¬ 
щаются на случай произвольного р > 1. Чтобы в этом убедить¬ 
ся достаточно в их доказательствах полунорму || • || = || • |І 2 за¬ 
менить на полунорму || • || ^ II ' 11р> заметить, что если на конеч¬ 
ном интервале (^, р) у функции / существует интеграл от р-й 
степени ее абсолютной величины, то прир > 1 функция / абсо¬ 
лютно интегрируема на рассматриваемом интервале (см. лем¬ 
му 3 в п. 58.3) и поэтому для нее существует такая ступенча¬ 
тая финитная на этом интервале функция ф, что 

т) 2 

I \Г(х) - (р(х)\йх < 

где |Я^)| ^ М, |ф(х)| < М, е > 0. Поэтому 

I \Ах) - Ц>{х)\Рах = I ІЯл:) - ф(л:)|(|Ял:)| + |ф(д:)|)Р-ісгд; < 

< (2М)Р-^ I |Ях)-ф(х)Мх<(2М)Р-і^^^^ = ^. 
Отсюда и следует аналог леммы 9 для случая р > 1. 
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Если в доказательстве леммы 10 показатель степени 2 за¬ 
менить на показатель степени > 1, оставив все остальное без 
изменения, то получится доказательство аналога этой леммы 
> 1. Если в доказательстве леммы 11 под полунормой || • || по¬ 
нимать полунорму II • ІІр, то получится доказательство аналога 
и этой леммы для р > 1. Тем самым теорема 4 доказана. □ 

Замечание4. Если рассматривать пространство Ьр(а, Ь) 

как пространство, получаюш,ееся из пространства КЬр(а, Ъ) 
конструкцией пополнения пространств, описанной в теореме 
4 п. 57.5, то его элементами будут являться классы эквива¬ 
лентных фундаментальных последовательностей, составлен¬ 
ные из классов эквивалентных функций, у которых интег¬ 
рируема (в несобственном смысле) р-я степень их абсолют¬ 
ной величины. Если при этом произвести отождествление 

пространств СЬр и КЬр с их образами в Ьр, как это указывалось 
выше, а тем самым считать, что 

СЬр (^ВЬрС^ Ьр, 

то окажется, что пространство Ьр состоит из непрерывных 
функций, из указанных классов эквивалентных функций, не 
содержаш;их непрерывных функций, и из «абстрактных эле¬ 
ментов», представляюш;их собой классы фундаментальных 
последовательностей, членами которых являются те же клас¬ 
сы эквивалентных функций. Можно, далее, условно в смысле 

замечания 1 «заменить» все элементы из пространства ЕЬ^ 
функциями — произвольно выбранными их представителя¬ 
ми. Тогда пространство Ьр окажется состояш;им из функций с 
интегрируемой р-й степенью их абсолютной величины и тех 
же абстрактных элементов, необходимо возникаюіцих при 
процессе пополнения пространства КЬ^ ввиду его неполноты. 
Эта «условная замена» элементов пространства КЬр(а, Ь) их 
представителями отражает точное утверждение, что операции 
над классами эквивалентных функций сводятся к соответст- 
вуюіцим операциям над их представителями в вышеуказан¬ 
ном смысле. 

Оказывается, и это очень интересно и важно, что указан¬ 
ные абстрактные элементы можно рассматривать не как клас¬ 
сы фундаментальных последовательностей классов эквива¬ 
лентности, а как некоторые функции, точнее, как классы эк- 
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Бивалентных функций, причем в случае р = 2 скалярное 
произведение для них также определяется формулой (59.11), 
только интегралы в этих формулах следует понимать не в 
смысле собственных или несобственных интегралов Римана, а 
в более обп];ем смысле, в смысле так называемого интеграла 
Лебега. Рассмотрение этого вопроса выходит, однако, за рамки 
рассматриваемых методов и поэтому не будет излагаться в на¬ 
стоящем курсе. Его изложение можно найти, например, в 
учебнике: Никольский С. М. Курс математического анализа. 
Т. I, II. 5-е изд. — М., 2003. 

УПРАЖНЕНИЯ. 7. Доказать неэквивалентность понятий сходимости в 
среднем в смысле и в смысле йз Д^я последовательности функций. 

8. Доказать, что если последовательность интегрируемых на некотором 
отрезке функций равномерно на этом отрезке сходится к некоторой 
интегрируемой на нем функции, то указанная последовательность схо¬ 
дится в той же функции на рассматриваемом отрезке в среднем в смыс¬ 
ле > 1. 

9. Построить пример последовательности непрерывных на некотором от¬ 
резке функций, сходящейся на нем к некоторой непрерывной функции в 
среднем в смысле Е^, но не сходящейся равномерно на этом отрезке. 

10. Построить пример последовательности неотрицательных непрерыв¬ 
ных на отрезке функций, сходящейся на нем в среднем, но не сходящей¬ 
ся в смысле среднего квадратичного. 


§60 

Ортонормированныѳ базисы 
и разложения по ним 

60.1. Ортонормированные системы 

Определение 1. Пустъ X — линейное пространство с почти 
скалярным произведением. Элементы хе X и у & X называ¬ 
ются ортогональными, если {х, у) = 0, в этом случае пишет¬ 
ся также х Ху. 

Определение 2. Система элементов {л:„, а е 91} (91 — некото¬ 
рое множество индексов) линейного пространства X с по¬ 
чти скалярным произведением называется ортогональной, 
если каждые ее два элемента ортогональны. 
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Очевидно, если система х^, а е 21, ортогональна и ||л;„|| 5^ О 

для всех а 6 21, то ее можно «нормировать», поделив каждый 
элемент на его полунорму, т. е. умножив на число І/ЦхцЦ, 
получим систему 

все элементы которой имеют полунорму, равную единице. 
В случае пространств со скалярным произведением такие сис¬ 
темы называют ортонормированными. 

Напомним, что если X — пространство со скалярным про¬ 
изведением, то условие ЦхЦ О равносильно тому, что х ^ 0. 

ЛЕММА 1. Если система {х^, а е 21} элементов линейного 
пространства X с почти скалярным произведением ортого¬ 
нальна и ЦхцІІ 5^ о для всех а е 21, то она линейно независима. 

Доказательство. Пусть для некоторых элементов х^^ е 
6 21, /г = 1, 2, ... , п, имеем Я-^х^^ -Ь ЯзХ^,^ -Ь ... -Ь Я„х„ = 0. Ум¬ 
ножим скалярно обе части этого равенства на х„^, к — фикси¬ 
ровано (Я = 1, 2, ... , п), получим Я;^(х„^, Хц^) = о, так как, в си¬ 
лу ортогональности системы, (х^, , х„^) = 0, ] ^ к. Замечая да¬ 
лее, что, по предположению, ||^а^,11 ^ 0 и, следовательно, 

Хц^) 5^ о, получим = о, к = 1, 2, ... , п. 

Линейная независимость системы х^^, а е 21, доказана. □ 
Докажем еще одну лемму, выражающую критерий линей¬ 
ной независимости функций через скалярные произведения. 

ЛЕММА 2. Если для системы элементов х^, ... , х„ простран¬ 
ства X со скалярным произведением определитель 


** 


(Хі, Хі) (Хі, Хз).. 
(Х2, Х^) (Х2, Х 2 ) .. 

. (Хі, Х„) 

. (Х2, X^ 



(Х„, Хі) (Х„, Х 2 ).. 



равен нулю, то система линейно зависима. 

Определитель 0(х^, ... , х^) называется определителем 
Грама* данной системы. 


* И. Грам (1850—1916) — датский математик. 
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Доказательство. Рассмотрим систему п линейных урав¬ 
нений с п неизвестными 'к^, і = 1, 2, ... , п: 

-Ь ... -Ь x^) = О, і = 1, 2, ... , п, (60.1) 

или 

Яі(Хі, х^) “Ь ... “Ь х^) о, і 1, 2у ... , 71. 

Определителем этой системы является транспонированный 
определитель Грама, который по условию леммы равен нулю. 
Следовательно, система (60.1) имеет нетривиальное решение 
Я^, ... , Я„ (т. е. такое, что не все Я^, і = 1, 2, ... , п, равны нулю). 
Умножим равенство (60.1) на Я; и просуммируем по і от 1 до п: 

(ЯіХі -1 ... -Ь Я„х„, ЯіХі + ... + Я„х„) = 0. 

Отсюда Я;^х^ -Ь ... -Ь Я„х„ = 0, что означает линейную зависи¬ 
мость системы х^, ... , х^. □ 

УПРАЖНЕНИЯ. 1. Доказать, что если конечная система элементов 
предгильбертова пространства линейно зависима, то ее определитель 
Грама равен нулю. 

2. Доказать, что если {со^} — ортонормированная система, то для любых 
двух ее элементов со^ и со,^- имеет место равенство 

II “а' — ЮаІІ = 72 , а' ^ а. 

3. Доказать, что функции 8Іп х, 8Іп Зх, 8Іп 5х, 8Іп 7х, 8Іп 9х линейно не¬ 
зависимы. 


Примеры. 1. Тригонометрическая система функций 
1, С08 X, 8ІП X, С08 2х, 8Іп2х, ..., С08 ПХ, 8ІП7гХ, ... (60.2) 
ортогональна в пространстве 57.10). Это было 

доказано в лемме 1 п. 55.1. 

Из формул (55.4) следует, что ЦвіппхЦ = Тл, ||со8 тгхЦ = 

= , п = \, 2, ... , поэтому ортонормированная система, соот- 

ветствуюш;ая системе (60.2), имеет вид 

11 1 . 1 1 . 

-р= , -р С08 X, -р 81П X, ... , -р С08 ПХ, -р 81П ПХ, .... 

Ѵл Ѵл 7л 7л 

2. Рассмотрим многочлены Лежандра (см. п. 58.1) 


Ро(л;) = 1, Р„(х) 


1 с^’^{x^■ - 1 )” 

2"7г! гіх” 


п = 1, 2, 


(60.3) 


Покажем, что система (60.3) ортогональна в пространстве 
Р2[-1, 1]. Для этого докажем более обш;ее утверждение, а именно 
что многочлен Лежандра Р„(х) ортогонален любому многочлену 
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^т{x) степени т < п. Заметив предварительно, что выражение 
— 1 

-- при к = о, 1, 2, , п - 1, обращается в нуль в точках 

X = —1 и. X = 1, имеем, последовательно интегрируя по частям, 

1 ^п( у2 - гіп - 1/.^2 — ■\\п\1 

'л.. ’ ЛУ.*’ - 


I 4») “’ - - - (-1Г<г1Г>(Ч I ^ 

-1 -1 

= = 0 . 


I Й"-™(ж2 - 1)« 


Таким образом, | ^^^(x)Р^^(x)(іx = 0, т < п. 


В частности. 


I Р^(х)Р^(х)с1х = 0, п. 


Подсчитаем теперь норму многочленов Лежандра. Заме¬ 


тив, что 


где ^(х) — многочлен степени не выпіе п - 1, и использовав 
ортогональность -Р„(х) ко всем многочленам меньшей степени, 
получим 

I РІ{х)ах= I Р„(х) + <іх = 

-1 -1 * -I 


(2п-1)!! I 


«л. = (2^-1)!! I ^"(^^-1)" 


|Р„(х)х-^х= " \ 


х’^сіх. 


Интегрируя последовательно по частям, продифференцировав 
(х^ — 1)" и снова интегрируя по частям, будем иметь 

г п9/ Г „ - 1)" 

I Р^Шх= I Х"сг-- = ... 

|хсг(х2-1)"= 
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Таким образом. 

Система многочленов Лежандра, как и всякая ортогональ¬ 
ная система ненулевых элементов, линейно независима (см. 
лемму 1) в пространстве Ь 2 [- 1 , 1]. 

Впрочем, как это было показано раньпіе, они линейно не¬ 
зависимы и вообп];е на любом промежутке числовой оси, не 
вырождающемся в точку (см. п. 58.1). 

Из линейной независимости полиномов Лежандра следует, 
что любой многочлен степени, не большей га, является линей¬ 
ной комбинацией полиномов Лежандра Р^іх), Р^іх), ... , Р^,x). 
Действительно, в (га -Ь 1)-мерном пространстве многочленов 
степеней, не превышающих га, любая система га + 1 линейно 
независимых многочленов, в частности указанная система по¬ 
линомов Лежандра, образует базис. Поэтому всякий много¬ 
член рассматриваемой степени является линейной комбина¬ 
цией элементов указанной системы. 

3. Система функций {е“*}, га = О, +1, +2, ... , ортогональна 
на отрезке [-л, л]. В самом деле 

I ^іпх ^ітх = I ^ ^Р(1х. 

-7Г -ТС 

Отсюда, вспоминая, что период функции е* равен 2лі (см. 
п. 37.6), при п ^ т получим 

71 - 

Г ^іпх ^ітх ^і(п - тЦізі = 0 

і і(п - т)^ 

-71 

УПРАЖНЕНИЕ 4. Доказать, что последовательность функций 
8ІП (2/г - 1)| , /г = 1, 2, ... , образует ортогональную систему на отрезке [О, л]. 

60.2. Ортогонализация 

Пусть снова X — предгильбертово пространство. Рассмотрим 
следующую задачу. Пусть дана линейно независимая счетная 
система элементов га = 1, 2, ... , пространства X. Требуется 
с помощью конечных линейных комбинаций получить из нее 
ортогональную систему. Оказывается, эта задача всегда имеет 
решение. 
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ТЕОРЕМА 1. Пустъ 


(60.4) 


п = 1,2, ... 

— линейно независимая система элементов пространства 
X. Тогда существует ортогональная система элементов у^, 
^ о, п = 1, 2, ... , этого пространства такая, что каждый 
ее элемент у^, га = 1, 2, ... , является линейной комбинацией 
первых га элементов системы (60.4): 

Уп = «пд + «„,2 ^2 + ••• + (60.5) 

Построение ортогональной системы {у^ вида (60.5) из ли¬ 
нейно независимой системы {х^ называется обычно процессом 
ортогонализации системы {х^}. 

Доказательство. Положим у^ = Так как система 
(60.4) линейно независима, то у^^ 0 (почему?). 

Пусть существуют попарно ортогональные элементы у^^ 0, 
п = 1, 2, , к, к ^ 1, удовлетворяющие условию (60.5). Будем 

искать элемент і/* + 1 , ортогональный всем у^, ... , у^^, в виде 

У/г + 1 ^ Ра + 1,1 + ••• + Ра + ІД Уа “ ^/г + 1- (60.6) 

Из условий ортогональности 

(Уі-Уа + і) = -" = (Уа’Уа + і) = 0 (60.7) 


получаем 

(Уі-Уі)Ра + і,і = (Уі>^а + і)> ••• ЛУи^Ѵи)^к + і,к = ІУк^^к + і)- (60.8) 
Отсюда однозначно определяются коэффициенты Р/; + і і = 
= 1, 2, ... , к. Элемент задаваемый представлением (60.6) 

с найденными коэффициентами + і = 1, 2, ... , к, т. е. 


Ук + і 


Л (Уі. л:^ + і) 


удовлетворяет условиям (60.7). 

Подставим в (60.6) выражения для у^, п = 1, 2, ... , к, запи¬ 
санные в виде (60.5); после приведения подобных членов по¬ 
лучим 

Ук + 1 ^ ®А + 1, 1^1 ••• + ^к + 1,к^к ~ ^к + 1' (60.9) 

Отсюда следует, что ^ ^ 0, так как в противном случае эле¬ 
менты ... , оказались бы линейно зависимыми. □ 


222 



Замечание. Отметим, что если какая-либо ортогональ¬ 
ная система элементов 2 ^, 2 ^ ^ О, п = 1, 2, , пространства X 

такова, что каждый элемент 2 ^ также является линейной ком¬ 
бинацией первых п элементов системы (60.4): 

2 я = Уп,Л +•••+Уп,Л’ п = 1,2,..., (60.10) 

то элемент 2 „ отличается от элемента лишь некоторым чис¬ 
ловым множителем 5^ 0: 

~ ^пУп’ п — 1, 2, ... . 

Докажем это. Обозначим через Ь(и^, ... , нД линейную обо¬ 
лочку системы элементов и-^^, ... , (см. п. 58.1); Ь{х^, ... , хД яв¬ 
ляется п-мерным пространством, в котором линейно независи¬ 
мые элементы х-^^, ... , х„ образуют базис (см. п. 58.1). Элементы 
У;, і = 1, 2, ... , п (соответственно 2 ^, і = 1, 2, ... , п), линейно неза¬ 
висимы и содержатся в Ь{х-^^, ... , х^^); следовательно, элементы у^, 
і = 1,2, ... , п, и элементы 2 ^, і = 1, 2, ... , п, также образуют ба¬ 
зис в пространстве Я(х^, ... , х„). Таким образом, ^(x-^^, ... , х„) = 
= ЦУі, ... ,Уп) = ... , 2^), п = 1, 2, ... . 

Элемент у^ е і(х^, ... , х^) ортогонален подпространству 
Ь(Уі, ... , у^ _ -^) = І/(Хі, ... , х^_ і), т. е. ортогонален каждому 
элементу этого подпространства. Элемент же 2 ^ е Ь(х^, ... , х^) 
ортогонален подпространству і( 2 ^, ... , 2 „_і) = Я(х^, ... , х^_^). 
Итак, элементы у^^ и 2 „ п-мерного пространства і(х^, ... , х^^) 
ортогональны одному и тому же (п - 1 (-мерному подпростран¬ 
ству Ь(х^, ... , x^_■^) и, следовательно, пропорциональны: 2 ^ = 
= Я„і/„, Я 5^ о, п = 1, 2, ... (почему?). 

Отметим еіце, что из 

і(х^, ... , х^) і(у]^, ... , Уд), я 1,2, ... , 

вытекает совпадение линейных оболочек бесконечных сис¬ 
тем (60.4) и (60.5). 

Рассмотрим теперь систему степеней х: 

1, X, х^, ... , х", ... . (60.11) 

В п. 58.1 было показано, что эта система линейно независима 
на любом промежутке числовой оси, не вырождаюш;емся в точ¬ 
ку, и так как входяш;ие в нее функции, рассматриваемые на 
некотором отрезке [а, Щ, принадлежат пространствам С(а, Ъ) 
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(см. пример 6 в п. 58.3), СЬ 2 [а, Щ и Ь^а, Щ (см. п. 59.4), то в 
этих пространствах имеются бесконечные линейно независи¬ 
мые системы. Следовательно, указанные пространства беско¬ 
нечномерны, т. е. заведомо не имеют базиса, состояп];его из ко¬ 
нечного числа элементов. 

Если систему (60.11) взять на отрезке [—1, 1] в качестве ис¬ 
ходной системы (60.4) и применить к ней процесс ортогонали- 
зации (см. (60.5)) в пространстве 1]» то получим последо¬ 

вательность ортогональных многочленов соответственно степе¬ 
ней о, 1, 2, ... . Из сделанного выпіе замечания следует, что эти 
многочлены могут отличаться от многочленов Лежандра 
(60.3), которые также ортогональны, липіь постоянными мно¬ 
жителями. 


60.3. Полные системы. 

Полнота тригонометрической системы 
и системы полиномов Лежандра 


Напомним (см. п. 58.5), что система элементов О. = {л:„}, а е 21, 
называется полной в полунормированном пространстве X, 
если множество всех конечных линейных комбинаций ее эле¬ 
ментов плотно в пространстве X в смысле заданной в нем полу¬ 
нормы. Иначе говоря, система полна, если для каждого х е X 
и любого е > о существуют такие элементы е ^ и числа 
к = 1, 2, , т, что 




< е. 


Определение 3. Полунормированное пространство X назы¬ 
вается вложенным в полунормированное пространство У, 
если'. 


1°. ХсГ. 

2°. Существует такая постоянная с > 0, что для любого 
X е X имеет место неравенство 

ЦхЦу < с ЦхЦ^і^. (60.12) 


Постоянная с > 0 называется константой вложения. Вло¬ 
жение пространства X в пространство У обозначается сим¬ 
волом 


X € У. 


Легко проверить, что если X У 2, то X 2. 
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Примеры. 4. Простейшим примером вложения являет¬ 
ся случай, когда полунорма пространства X является сужени¬ 
ем полунормы пространства У на его подмножество X, т. е. 
когда = ЦхЦу для всех л; е X. В этом случае вложение X У 
означает просто включение X с У, а константа вложения рав¬ 
на единице: с = 1. Примером таких вложений для пространств 
функций, заданных на конечном отрезке [а, Ь], являются сле- 
дуюіцие включения нормированных пространств (см. пример 6 
в п. 58.3) 

С[а, Ь] с С[а, Ь] с В[а, Ь], 

где С[а, Щ — пространство финитных на интервале (а, Ъ) 
функций с нормой пространства С[а, Ь], а также (см. п. 59.4) 

СЬ2[а, Ь] с СЬ2[а, Ь] с Ь2[а, Щ- 

Примером подобного вложения в полунормированное про¬ 
странство является включение 

СЬр[а, Щ с ДІДа, Ь], 1<р< +оо. 

5. Из неравенства 

||/||і<(Ь-а)ѴІ/||^, ^+^=1 

(см. лемму 3 в п. 58.3) следует, что имеет место вложение (для 
полунормированных пространств) 

КЬр[а, Щ ё КЬ^[а, 5], 1 < ц < -І-оо, 
следовательно, и для их подпространств 

СіДа, Щ (Ё СіДа, Щ 

(которые являются уже нормированными пространствами). 

В первом вложении пространства X = ДЬр[а, 5] и У = ЕЬ^а, Щ 
не совпадают как множества: имеет место строгое включение 
X с У, а во втором — пространства X = СЬр[а, 5] и У = СЬ^[а, Ь] 
совпадают как множества: X = У, так как они состоят из од¬ 
них и тех же функций, а именно функций, непрерывных на 
отрезке [а, 5], однако эти функции нормируются разными спо¬ 
собами в пространствах СЕр[а, Щ и СЬ^а, 5]. 

6. Из неравенства 

||4<(Ь-а)Ѵг||/||^ 

(см. снова лемму 3 в п. 58.3) следует, что справедливо вложение 
В[а, Ь] П ЕЬр[а, Щ (е ДІ/Да, Ь], 1 < ц < 4-оо. 
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Здесь пространство Б[а, Ь] П ЕЬр[а, Ь] рассматривается с нор¬ 
мой II • IIоо, т. е. с нормой пространства В[а, Щ. Если ограни¬ 
читься только одними непрерывными функциями, то из этого 
вложения следует вложение 

С[а,Щ(^СЬр[а,Щ, 1<р<-Ьоо. (60.13) 

Отсюда, вспоминая, что пространство СіДа, &] изометри¬ 
чески вкладывается в пространство ІД а, &] (см. п. 59.6), полу¬ 
чаем еіце вложение 

С[а, 5] (Е БДа, Ь]. (60.14) 

Обратим внимание на то, что во вложениях (60.13) и 
(60.14) вкладываемые пространства плотны в пространствах, 
в которые они вкладываются: в случае (60.13) это следует 
просто из того, что множества точек обоих пространств совпа¬ 
дают, а в случае (60.14) это следует из теоремы 4 и. 59.6. 

ЛЕММА 3. Если система О. = {х„}, а е полна в полунорми- 
рованном пространстве X, пространство X вложено в по¬ 
лунормированное пространство У и множество X плотно в 
пространстве У по полунорме этого пространства, то сис¬ 
тема О. полна в пространстве У. 

Доказательство. Возьмем произвольный элемент і/ е У и 
любое е > 0. В силу плотности множества X в пространстве У, 
найдется такой элемент х & X, что 


ІІУ-^ІІу 



Поскольку система П полна в пространстве X, суіцествует 
конечное множество таких элементов е П и чисел Я.^, к = 
= 1, 2, ... , т, что 

т 

к-\ * 



где с > о — константа вложения X У. В силу этого вложения 
(см. определение 3), 




< с 

у (60.12) 


X - 




Поэтому для первоначально выбранного нами элемента у по¬ 
лучим 


у- Ё К^о 




< 

у- X 

+ 

у 


у 


X Ё 


к = 1 


^ е , е 

у 2 + 2 


Это и означает плотность системы П в пространстве У. □ 
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Примеры. 1. Система степеней 

1, х,х^,... , х",... (60.15) 

полна в пространствах С[а, Щ, СіДа, Ь], 1 < р < +оо, и ІДа, Щ 
для любого отрезка [а, Ь]. Действительно, в силу теоремы Вей- 
ерштрасса (см. теорему 8 в п. 55.8), указанная система степе¬ 
ней полна в пространстве С[а, Ь], которое вложено в простран¬ 
ство Щ и плотно в нем. Поэтому по лемме 3 этого пункта 
система степеней (60.15) полна в пространстве Ь^а, Щ. 

Обратим внимание на то, что всякий базис в линейном нор¬ 
мированном пространстве является, очевидно, полной ли¬ 
нейно независимой системой. Обратное неверно. Например, 
система степеней (60.15) хотя и образует полную линейно 
независимую систему в банаховом пространстве С[а, Щ, од¬ 
нако не является в нем базисом: если в пространстве С[а, Щ 
некоторая функция / раскладывается по системе степеней 
(58.15), т. е. 

/(х)= ^ 

п = о 

ТО ЭТО означает, что написанный степенной ряд сходится рав- 
номерно на отрезке [а, б], и, следовательно, функция аналити¬ 
ческая на интервале [а, 5]. Поэтому заведомо любая непрерыв¬ 
ная на отрезке [а, 5] функция не может быть представлена в 
указанном виде. 

2. Система полиномов Лежандра (см. (60.3)) 


Ро(х) = 1, РДх) 


1 а’Чх^ - 1 )” 
2"„! йх" 


полна в пространствах С[а, Ь], СРДа, 5], 1 < р < -Ьоо, и РДа, 5], 
1 < р < 4-00, для любого отрезка [а, Щ. Это сразу следует из то¬ 
го, что любой многочлен ^{x) является линейной комбинаци¬ 
ей полиномов Лежандра (см. и. 58.1): 


Ѳ(Х)= І \РДх). (60.16) 

к-о 


Поэтому если в каком-то полунормированном пространстве X 
полна система степеней (60.15), т. е. для любого элемента / е X и 
любого е > О суп];ествует такой многочлен ^ = Ѳ(х), что ||/ — ^|| < е, 
то, в силу (60.16), 


У 




< е. 
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Это и означает полноту системы полиномов Лежандра в про¬ 
странстве X. 

3. Обозначим через С*[-л, л] подпространство простран¬ 
ства непрерывных функций С[-л, л], состояп];ее из функ¬ 
ций, принимаюш,их на концах отрезка [-л, л] одинаковые зна¬ 
чения: 

Я-7Г) = ЯЛ). (60Л7) 

Тригонометрическая система (60.2) 

1, С08 Х, 8ІП Х, , СОЗПХ, 8ІП пл;, ... , 

полна в пространствах С*[“Л, л] и ЬД-л, л]. Полнота тригоно¬ 
метрической системы в пространстве С”[-л, л] была доказана 
раньше: см. теорему 1' в п. 55.8. Докажем ее полноту в 
пространстве ір[“Л, л]. 

О 

Обозначим через С[-л, л] подпространство пространства 
С*[-л, л], состояш,ее из функций /, финитных на интервале (а, Ь). 

О 

Согласно теореме 4 в п. 59.6, множество С[-л, л], а следова¬ 
тельно, и пространство С*[-л, л] з С[-л, л], плотно в простран¬ 
стве іД-л, л]. Поэтому, в силу вложения (см. (60.14)) 

СД-л, л] (ё ІД-л, л] 

и леммы 3 этого пункта, тригонометрическая система (60.2) 
полна в пространстве л]. 

Отметим, что поскольку условие (60.17) сохраняется при 
равномерной сходимости и каждый тригонометрический мно¬ 
гочлен ему удовлетворяет, то тригонометрическая система за¬ 
ведомо не полна в пространстве С[-л, л], так как в нем заведо¬ 
мо есть функции, не удовлетворяюш;ие условию (60.17). 

Из рассмотренных примеров как простое следствие выте¬ 
кает следуюш;ее утверждение. 

ТЕОРЕМА 2. Банахово пространство С[а, Щ и банахово 
пространство Бр[а, Щ являются сепарабельными простран¬ 
ствами. 

Действительно, сепарабельность пространств означает (см. 
определение 22 в п. 58.5) наличие в нем счетной полной систе¬ 
мы. В указанных пространствах таковой системой является, 
например, система (60.15) целых неотрицательных степеней 
переменной х. 
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60.4. Ряды Фурье 


Пусть, как и раньше, X — линейное пространство со скаляр¬ 
ным произведением. Рассмотрим следуюп];ую задачу. Пусть 
задана система п линейно независимых векторов 63 , ... , 
пространства X и фиксирован некоторый вектор х е X. Требу¬ 
ется найти линейную комбинацию вида 

<^71 = Ѵі + ••• 

которая дает наилучшее приближение в пространстве X эле¬ 
мента X, т. е. осуш;ествляет минимум выражения 

||х-(Ѵі + -”+^„е„)ІІ7 (60.18) 

или, что то же, минимум функции 


п 2 

й = 1 




X - 


Ё Ч^к 

й = 1 


от переменных Я,^, ... , Я„. 

Геометрически это означает, что в п-мерном пространстве 
Д" = 1/(6^, ... , е„), натянутом на векторы е X, ... , е„ е X, иш;ет- 
ся элемент, наименее удаленный от заданного элемента х е X. 
Если пространство X — п-мерное и, следовательно, векторы 
... , образуют базис, то всегда можно подобрать такие коэф¬ 
фициенты а^^,/г = 1 , 2 , ...,п, что будет выполняться равенство 


х = аіеі-Ь...-Ьа„е„ 


(60.19) 


и, следовательно, выражение (60.18) обратится в нуль. Если 
же X не конечномерно, или конечномерно, но имеет размер¬ 
ность, большую чем п, то равенство (60.19), вообще говоря, 
осуществить невозможно и задача состоит в отыскании линей¬ 
ной комбинации 8 „ = -Ь ... -I- дающей минимальное 

значение выражению (60.18). 

Мы покажем, что сформулированная задача всегда име¬ 
ет и притом единственное решение 8^^, кроме того, выясним 
некоторые свойства этого решения 
(на рис. 16 схематически изображе¬ 
на рассматриваемая задача). Приме¬ 
няя, если надо, процесс ортогонали- 
зации (см. п. 60.2), систему е^, ... , 
всегда можно заменить ортогональ¬ 
ной системой не равных нулю век¬ 
торов. 
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Для краткости изложения рассмотрим сразу бесконеч¬ 
номерное пространство. Решение поставленной задачи для ко¬ 
нечномерного пространства будет следовать из полученных 
результатов. 

Итак, пусть X — линейное пространство со скалярным 
произведением и 

{ 61 , 63 ,... ...} (60.20) 


— некоторая ортогональная система его элементов. 

Будем всегда предполагать, что б„^0, п = 1, 2, .... Если 


л; 6 X и 


то 


X = 




71=1 


(х, е„) 

(е„, е„) • 


(60.21) 

(60.22) 


Действительно, умножив обе части равенства (60.21) на эле¬ 
мент 6 „^, в силу непрерывности скалярного произведения (см. 
лемму 4 и. 59.3) и условия ортогональности системы (60.20) 


= п^т, (60.23) 

получим 

^т) (6{Г21) ( ^1 ^ ^т) ( 60 Т 2 З) ^т)' 

Найдя отсюда а^, получим формулу (60.22). 

Из доказанного следует, что если суіцествует разложение 
элемента х & X в ряд (60.21), то оно единственно, так как его 
коэффициенты однозначно определяются формулами (60.22). 


Определение 4. Если х е X, то ряд 


Е а„б„ (60.24) 

71 = 1 

с коэффициентами а^, задаваемыми формулами (60.22), на¬ 
зывается рядом Фурье, сами эти коэффициенты — коэффи¬ 
циентами Фурье, а частичные суммы ряда (60.24) 


Е га = 1,2,..., (60.25) 

к=\ 

— суммами Фурье порядка га элемента х по заданной орто¬ 
гональной системе (60.20). 

В этом случае пишут 

оо 

Е 

ИИ 71 = 1 

Если \\еЛ = 1, то 

(60=22) = ІІ^ІІ С08 іе„. 
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т. е. в этом случае коэффициент Фурье равен величине про¬ 
екции вектора х на прямую г/ = іе^, -оо < і < -ьоо. 

Нашей ближайшей задачей является выяснение условий, 
при которых ряд Фурье элемента х сходится, и условий, когда 
сумма его равна х. 

Предварительно установим некоторые свойства рядов 
Фурье по ортогональным системам. Попутно будет решена и 
задача, поставленная в начале этого пункта. 

Л Е М М А 4. Элемент 

^П= ^ /г = 1, 2, ... , п, (60.26) 

к = 1 

является суммой Фурье порядка п элемента х & X тогда и 
только тогда, когда 

(х - а„, е^) = о, т=1,2, ...,п. (60.27) 

СЛЕДСТВИЕ. Для любого элемента а„ вида (60.26) имеет 
место равенство 

(х-8„, а„) = 0, (60.28) 

т. е. элемент х — ортогонален линейной оболочке 
Ь{е^, « 2 , ... , еД элементов е^, 63 , ... , : х - 8 ,^ ± 62 , ... , еД 

(см. рис. 16). 

Доказательство. Имеем 

(60=26) [ = 

= О - О ( 60 = 23 ) е 

Поэтому условие (60.27) равносильно условию 

О - ХДе^, еД = 0. 

А это означает, согласно (60.22), что числа 




т 


{х, еД) 

(р ^ ) ^ 


т = 1, 2, 


, п. 


являются коэффициентами Фурье элемента х. 

Докажем следствие: в силу (60.27), выполняется равенство 
(х - 8„, еД = о, к = 1, 2, ... , га, поэтому 

^п) (60=26) “ "я’ І, = 

= Ч) (60=27) ° 
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Если вектор х не принадлежит линейной оболочке 
Ьіе^, 63 , ... , векторов 63 , ... , е^, то геометрический 
смысл леммы 4 состоит в том, что вектор х — 8^ является единст¬ 
венным перпендикуляром к подпространству Ь{е^, 63 , , е^), 

проходяш,им через точку х € 63 , ... , е„) (см. рис. 16). 

ТЕОРЕМА 3 (минимальное свойство сумм Фурье). Если — 
сумма Фурье порядка п элемента х & X, то для любого эле¬ 
мента вида (60.26) имеет место неравенство 

и элемент является единственным элементом вида 
(60.26), удовлетворяющим этому условию. 

Таким образом, 

Цх - 8 „|| = тіп Цх - а_||. (60.29) 

пи пи 

Кроме того, если Цх - 8 „|| = Цх - а„||, то = 8 „. 

СЛЕДСТВИЕ. Последовательность {||х - 8„||} является убы¬ 
вающей последовательностью'. 

||х - 8 „_|_ 1 І| < ||х - 8 Л, п= 1,2, ... . (60.30) 

Доказательство. Для любого элемента вида (60.26) 
имеем 

||х - = (х - а„, X - а„) = ((х - 8„) + (8„ - а„), (х - 8„) + (8„ - а„)) = 

= (х - 8„, X - 8„) + (8„ - а„, X - 8„) -ь (х - 8„, 8„ - а„) + 

+ («П - «п - = 11^ - «пР + 11«П - С?пР> (60.31) 

так как 8^ - 63 , ... , е„) и поэтому 

(«П - ^п> ^ - 8п) = (^ - «п> «п - ^п) (60=28) 

Поскольку Рп-<^пР> о, из равенства (60.31) следует, что 
||х - 8 „|| < ||х - а„||, п = 1 , 2 , ... . 

Кроме того, если ||х - а„|| = ||х - 8 „||, то из того же равенства 
вытекает, что || 8 „ — а„|| = 0. Поэтому, в силу свойства нормы, в 
этом случае имеем а„ = 8 „. Теорема доказана. 

Докажем следствие. Заметив, что всякая линейная комби¬ 
нация а„ элементов е^, 63 , ... , е^^ может также рассматриваться 
и как линейная комбинация С 7 „ + ^ элементов е^, 63 , ... , е„, е„ + ^ 
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с коэффициентом при равным нулю, получим, в силу ми¬ 

нимального свойства (60.29) сумм Фурье, 

ІІ^-8п + іІІ = тіп ||х-а„ + Л < ніін Цх-аЛ = Цх-эЛ. □ 

Равенство (60.29) означает, что сумма Фурье элемента х 
является его наилучшим приближением в пространстве 
Де^, « 2 , ... , еЛ> т. е. в линейной оболочке элементов е^, « 2 , ... , е„. 
Тем самым решена сформулированная в начале этого пункта 
задача о наилучшем приближении элемента пространства в 
конечномерном подпространстве: таким приближением явля¬ 
ется соответствуюш,ая сумма Фурье данного элемента. 

Геометрический смысл теоремы 3 состоит в том, что пер¬ 
пендикуляр X - к подпространству Де^, « 2 , ... , е^), проходя- 
ш,ий через точку х ё і(е^, « 2 , ... , с„), имеет минимальную дли¬ 
ну (норму) по сравнению с длинами всех векторов, соединяю- 
ш,их точки а„ е Ь{е-^, 63 , ... , «„) с точкой х (см. рис. 16) — 
свойство хорошо известное из элементарной математики для 
трехмерного пространства. 

ЛЕММА 5. Для любого элемента х & X имеет место равен¬ 
ство 



Доказательство. В самом деле, заметив, что из формул 
(60.22)следует, что 

(х, еЛ = аДб;,, еЛ, /г = 1,2, ... , 

получим 

||х - зЛР = (х - 8„, X - 8Л (00=25) {X - а^е^, X - а^еД = 

= (х, X)- І а^,е^,х)- І аДх, е^+ ^ ^ (боЪ) 

= (х, X) - 2 аДх, еЛ + а|(е^, еЛ (50=22) 

= (х,х)-2 І а|(е^^,еЛ+ Е аЦе^, е^) = \\х\\‘^ - ^ аЩеЛ^. □ 

к-\ к = 1 к-1 

ТЕОРЕМА 4. Для любого элемента х е X для его коэффици¬ 
ентов Фурье по любой ортогональной системе (60.20) выпол¬ 
няется неравенство 

і: аД|е„р<||хр, (60.32) 

Л = 1 
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в частности, для ортонормированной системы 


оо 

Е 

л = 1 


г2 < 


X 


2 


Неравенство (60.32) называется неравенством Бесселя. 


СЛЕДСТВИЕ. Если для ортогональной системы {^0.20) су¬ 
ществует такая постоянная с > 0, что для всех п = 1, 2, ... , 
выполняется неравенство 


>с. 


(60.33) 


то для любого элемента х е X его коэффициенты Фурье 
стремятся к нулю при п ^ 0°: 


Ит а„ = 0. 

Л ^ ОО “ 

Доказательство. Поскольку ||х - > 0, п = 1, 2, ... , из 

леммы 5 следует, что 

ІкР- Е а|||еЛ2>0. 

к-1 

Перейдя к пределу в этом неравенстве при п ^ оо (это возмож¬ 
но, так как а| ||е^,р > 0 и, следовательно, последовательность 

сумм ^ а| Це^^ІР > о возрастает), получим 

к-1 


X 


2 _ 


ОО 



> 0 . 


Отсюда следует неравенство (60.32). 
Докажем следствие 


Е 

п = 1 


,2 = 1 


Е 

л = 1 


а^с^ 


(60.33) с 


1 оо 

Е 

71 = 1 




1 


(60.32) 


^ X 


Поэтому ряд ^ а2 сходится и, следовательно, его общий 

Л = 1 

член стремится к нулю: Ііп^ = 0, а это равносильно тому, 
что Ит а„ = 0. □ 

д ^ ОО " 

Естественно возникает вопрос: при каких условиях ряд 
Фурье элемента х сходится? 

ТЕОРЕМА 5. Если пространство X гильбертово {т. е. пол¬ 
но), то ряд Фурье (60.24) любого элемента х & X по любой ор¬ 
тогональной системе (60.20) сходится в пространстве X. 
Если Хц его сумма: 

оо 

^0= Е (60.34) 

Л = 1 
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то элемент х — ортогонален ко всем элементам системы 

(60.20). 


Доказательство. Пусть 8^= п = 1, 2, , — час- 

к-1 

тичные суммы ряда Фурье (60.24) элемента х по системе (60.20); 
тогда 


П + р 


п + р 




п + р 


п + р 


Е Е ] = 

^/г = 7г+1 /г = 7г + 1 


п + р 


= Е аі ||еЛ2, п = 1 , 2 , ... ,р = 1 , 2 , ... . 

к = п + \ 

в силу неравенства Бесселя (60.32), ряд 


(60.35) 


оо 

Е 

л = 1 



2 


сходится, следовательно, в силу критерия Коши для схо¬ 
димости числового ряда, для каждого числа е > 0 суш;еству- 
ет такой номер п^, что при га > га^ и р > 0 выполняется неравен¬ 


ство 


Е « 

й = л + 1 


< е^. 


поэтому, согласно равенству (60.35) при га > га^ ир > 0, имеем 


т. е. последовательность {8„} является фундаментальной в про¬ 
странстве X и вследствие полноты последнего сходится. 

В условиях теоремы последовательность 8^ сходится, вооб- 
ш,е говоря, не к элементу х. Пусть ее пределом является эле¬ 
мент x^, т. е. 

оо 

^0= Е 

Л = 1 

Согласно лемме 4, для любого элемента при п ^ к имеет мес¬ 
то равенство (х - 8„, е^^) = 0. Поэтому, в силу непрерывности 
скалярного произведения (см. п. 59.3), имеем 


(х - Хд, е^) = {х- ^1^ 8„, е*) = 

= Ит (х - 8„, е.,) = 0. □ 

п —> ОО ^ 

Что же касается условия сходимости ряда Фурье неко¬ 
торого отдельного элемента к самому этому эле¬ 
менту, то его можно сформулировать в следуюш;ем виде. 
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ТЕОРЕМА 6. Ряд Фурье (60.24) элемента х линейного про¬ 
странства со скалярным произведением сходится к этому 
элементу тогда и только тогда, когда для него выполняет¬ 
ся равенство 

ІкР= Ё (60.36) 

Л = 1 

где а^ — коэффициенты Фурье элемента х по системе (60.27). 

Равенство (60.36) называется равенством Парсеваля — 
Стеклова*. 

В случае, когда система (60.20) ортонормирована, равенст¬ 
во Парсеваля принимает более простой вид 

ІкР= Ё = п = 1,2,..., 

тг = 1 

и представляет собой обобп];ение теоремы Пифагора на беско¬ 
нечномерные пространства. 

Доказательство теоремы 5. Мы имели (см. лемму 5) 

Ё «л " = ІкР- Ё «I \\чѴ- 

к = \ к = 1 

Переходя здесь к пределу при га ^ оо, получим эквивалент¬ 
ность условия 

Ё «Л =0 (60.37) 

И условия 

Ё «ІІ|еЛ^) = 0, 

П —7 Й = 1 

т. е. условия 

11^11^ = ІІЕх, Ё «ІІ|ейІР-П (60.38) 

” ^ к-1 

Напомним теперь понятие полной системы (см. п. 58.5) 
применительно только к случаю счетных систем. Система {е^} 
элементов е X, га = 1, 2, ... , называется полной, если мно¬ 
жество конечных линейных комбинаций элементов этой сис¬ 
темы плотно в пространстве X. Это означает, что для каждого 
элемента X и каждого числа е > 0 суіцествуют такой номер га = 
= га(е, х) и такие числа Я,^, ... , Я„, что выполняется неравенство 

||х - (Я^ + ... + Я„ е„)|| < е. (60.39) 

Полнота ортонормированной системы является условием, 
обеспечиваюіцим сходимость ряда Фурье любого эле¬ 
мента пространства к самому этому элементу. Сформулиру¬ 
ем это условие в виде теоремы. 

* В. А. Стеклов (1864—1926) — русский математик. 
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ТЕОРЕМА 7. Для того чтобы в линейном пространстве со 
скалярным произведением каждый элемент был бы суммой 
своего ряда Фурье по заданной ортогональной системе, необ¬ 
ходимо и достаточно, чтобы эта система была полной. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Для того чтобы ортогональная система бы¬ 
ла полной в линейном пространстве со скалярным произве¬ 
дением, необходимо и достаточно, чтобы для любого эле¬ 
мента пространства выполнялось равенство Парсеваля 
относительно этой системы. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Если все коэффициенты Фурье некоторого 
элемента пространства со скалярным произведением по 
полной ортогональной системе равны нулю, то и сам этот 
элемент равен нулю. 

Доказательство теоремы 7. Пусть X — линейное про¬ 
странство со скалярным произведением и система (60.20) явля¬ 
ется ортогональной системой этого пространства. Если для лю¬ 
бого X его ряд Фурье по системе (60.20) сходится к х, т. е. 


_ _ (х, е„) о 

^ ]]р ||2 ’ ^ 1 » 2 , 

п = 1 \\'^п\ 


ТО 


Ііт 


X- ^ а^е, 


= 0 . 


(60.40) 


(60.41) 


Следовательно, для каждого числа е > 0 существует такая час¬ 
тичная сумма ^ ряда Фурье (60.24), что 

||л;-8„||<е, (60.42) 


т. е. выполняется условие (60.39), если в качестве коэффици¬ 
ентов взять коэффициенты Фурье а^^, к = 1, 2, ... , п. 

Обратно, если условие (60.39) выполняется при каких-то 
коэффициентах Я,^, ... , Я„, то оно заведомо выполняется со¬ 
гласно теореме 3 и в случае, если взять = а^, ... , Я„ = а„, т. е. 
в этом случае для заданного е > 0 выполняется условие (60.42) 
при некотором п, а значит, и при всех т> п (см. (60.30)), а это 
равносильно выполнению условия (60.41). □ 

Следствие 1 из теоремы 7 непосредственно вытекает из са¬ 
мой этой теоремы и теоремы 6. Докажем следствие 2. Если 
{еД — полная ортогональная система в пространстве X, то, со¬ 
гласно теореме 7, для любого элемента х ^ X его ряд Фурье 
сходится к самому этому элементу, т. е. имеет место равенство 

X = '^ а^вр. Поэтому если все = 0, то и х = 0. 

П = 1 
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Из доказанного очевидным образом следует, что два эле¬ 
мента линейного пространства со скалярным произведением 
равны тогда и только тогда, когда они имеют равные коэффи¬ 
циенты Фурье по некоторой полной ортогональной системе. 

Итак, если в предгильбертовом пространстве имеется пол¬ 
ная ортогональная система, то всякий элемент этого простран¬ 
ства раскладывается в ряд по этой системе (теорема 6 ), и при¬ 
том единственным образом, согласно сделанному замечанию. 
Иначе говоря (см. определение 24 в п. 58.5), всякая полная ор¬ 
тогональная система {е„}, е„ = О, п = 1, 2, ... , в частности 
всякая полная ортонормированная система предгильберто¬ 
ва пространства, является его базисом. 

Например, согласно результатам п. 60.3, полиномы Ле¬ 
жандра (60.3) образуют базис в гильбертовом пространстве 
Ь 2 [“ 1 , 1 ], а тригонометрическая система (60.2) — базис в гиль¬ 
бертовом пространстве 

Рассмотрим теперь еш,е один подход к понятию полноты 
ортогональной системы в полном пространстве. 

Определение6 . Ортогональная система (60.27) называется 
замкнутой, если в пространстве X не существует элемен¬ 
та, отличного от нуля и ортогонального каждому из эле¬ 
ментов этой системы. 

ТЕОРЕМА 8. Если пространство X гильбертово {т. е. пол¬ 
ное), то ортогональная система (58.20) полна тогда и толь¬ 
ко тогда, когда она замкнута. 

Доказательство. Если система (60.20) полная, х е X и х 
ортогонален всем элементам системы (60.20), то все его коэф¬ 
фициенты Фурье по системе (60.20) равны нулю (см. (60.22)); 
следовательно (теорема 7), л: = 0. 

Обратно: пусть система (60.20) замкнутая, х е X и 

X ~ Согласно теореме 4, ряд Фурье элемента х сходит- 

Л = 1 

ся, и если Хд = ^ то X - лгц ± е„, п = 1, 2, ... . Поэтому, в 

П = 1 

силу замкнутости системы (60.20), х — х^ = 0,т:. е. х = х^ и, сле¬ 
довательно, X = ^ ^ — произвольный элемент 

П = 1 

пространства х, то отсюда, в силу теоремы 6 , и следует полнота 
системы (60.20). □ 

Задача 6. Выяснить, эквивалентны или нет понятие полной орто¬ 
гональной системы и понятие замкнутой ортогональной системы во вся¬ 
ком предгильбертовом пространстве. 
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60.5. Существование базиса 
в сепарабельных гильбертовых пространствах. 
Изоморфизм сепарабельных гильбертовых пространств 

ТЕОРЕМА9. Во всяком сепарабельном линейном простран¬ 
стве со скалярным произведением существует ортонорми¬ 
рованный базис. 

Доказательство. В том случае, когда пространство X 
п-мерное, теорема очевидна (см. п. 35.4), поэтому будем рас¬ 
сматривать только случай, когда пространство X бесконечно¬ 
мерно. Поскольку пространство X сепарабельно, то в нем су- 
ш,ествует последовательность элементов 

ф„, п=1,2, ... , 

образуюіцих полную систему. Отбрасывая последовательно те из 
элементов, которые являются линейной комбинацией осталь¬ 
ных, получим последовательность элементов \|/^, п = 1 , 2 , ... , 
имеющих ту же линейную оболочку, что и исходная система 
{ф„}, и линейно независимых (почему?). Применив к получен¬ 
ной системе процесс ортогонализации (см. и. 60.2) и нормиро¬ 
вания (см. п. 60.1), получим ортонормированную систему е^, 
Це^^ІІ = 1 , к = \, 2, , имеющую ту же линейную оболочку, что 

и система {'!/„}, а значит, ту же, что и система {ф„}. Поскольку в 
силу полноты системы {ф^} эта линейная оболочка плотна в X, 
то система {е„} полная. В предыдущем же пункте (см. замеча¬ 
ние после теоремы 7) было показано, что всякая полная орто¬ 
нормированная система элементов предгильбертова простран¬ 
ства является его базисом. □ 

ТЕОРЕМА 10. Все сепарабельные бесконечномерные гиль¬ 
бертовы пространства изоморфны между собой*. 

Предварительно докажем две леммы. Первая из них обоб¬ 
щает равенство Парсеваля (60.36). 

ЛЕММА 6. Пусть X — предгильбертово пространство, 

(е„ 5 ^ 0), п = 1, 2, ... , — полная ортогональная система в X, 
хе X, у 6 X, и пусть 

со со 

Е у~ 

Л = 1 п = 1 


* Определение бесконечномерности пространства см. в п. 58.1, а изо¬ 
морфизма пространств — в п. 59.3 (определение 3). 
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тогда 


(х, і/)= 2 а„Ь„І|е„Р, (60.43) 

Л = 1 

в частности, если дополнительно предположитъ, что ||е^|| = 1 , 
п = 1 , 2 , , то 

(х, і/)= ^ а„Ь„- 

Л = 1 

Формула (60.43) обобщает, очевидно, формулу для скаляр¬ 
ного произведения в конечномерном пространстве (см. п. 35.4). 

Доказательство. По определению коэффициентов Фурье, 

_ іх, е^) _ {у, е^) _ 

\\р 112 ’ \\а 112 ’ 

\гк\\ \гк\\ 

поэтому имеем 

Е «л. у- Ё Ь^еЛ ={х,у)- Ё Ь^{х,е^)- 

- Ё Ё у) - Ё «А^АІкАр. (60.44) 

к = 1 к = 1 й = 1 

Из полноты системы е^, п = 1, 2, ,,, , имеем 

- Ё^ «а^а) = о , Ііт^ [у - Ё^ Ѵа) = о, 

поэтому, в силу непрерывности скалярного произведения, при 
п ^ оо левая часть равенства (60.44) стремится к нулю, следо¬ 
вательно, это имеет место и для правой части, т. е. 

Ё «А^А 1 кАр = (^>У)- 

Это равносильно равенству (60.43). □ 

ЛЕММА 7. Пустъ X — гильбертово пространство, е^^, к = 
= 1,2,..., — ортонормированный базис в X и а^^, к = \,2, ... , — 

оо 

последовательность чисел таких, что ряд ^ сходится. 

к-1 

Тогда ряд ^ сходится в пространстве X, и если х = 

к-1 

= ^ ®а^А’ “а’ к = 1, 2, ... , — коэффициенты Фурье эле- 

к - 1 

мента х. 


Доказательство. Если «„ = Е “а^а’ 

к-1 


-^п+р 


л + р 


««II- Е «А^А- Е чч]= Е «А> 


г=л+1 й=л+1 

п = 1, 2, ... , р = 1, 2, 


Л + р 


Й = Л + 1 
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и, в силу сходимости ряда ^ а^, он удовлетворяет критерию 

П = 1 

Коши для сходяш;ихся рядов. Отсюда следует, что последова¬ 
тельность { 8 ^} является фундаментальной в пространстве X и, 
следовательно, сходится. 

Пусть X = Ііт 8 „, т. е. л: = У а„е„; тогда, в силу единст- 

Л оо " " 

венности разложения элемента пространства по базису (см. за¬ 
мечание к теореме 7), (х, е„) = а„, п = 1, 2, ... , т. е. а„ коэффи¬ 
циенты Фурье элемента х. □ 

Доказательство теоремы 10. Пусть X и У — два се¬ 
парабельных бесконечномерных гильбертовых пространства. 
Согласно теореме 9, в них существуют ортонормированные ба¬ 
зисы, соответственно п = 1, 2 , ... , и Д, /г = 1 , 2 , ... . 

Пусть X е X и X = у тогда — коэффициент Фурье 

П = 1 

элемента х и, следовательно, по равенству Парсеваля, ряд у 

п = 1 

сходится. Положим у = у ®л/л* Согласно лемме 5, это имеет 

п = 1 

смысл. 

Отображение пространства X в пространство У, ставящее 
в соответствие каждому элементу х е X указанный элемент 
у 6 У, и осуществляет изоморфизм этих пространств. Действи¬ 
тельно, при этом соответствии, в силу единственности разло¬ 
жения элемента по базису, разным элементам пространства X 
соответствуют разные элементы пространства У. 

Далее, всякий элемент пространства У поставлен в соответ¬ 
ствие некоторому элементу пространства X (т. е. указанное 
отображение является отображением на пространство У); в са¬ 
мом деле, если у е У, то, разложив его в У по базису, получим 

со 

У = Ё 

га = 1 

Пусть X = 12 (такой элемент существует, так как напи- 

га = 1 

санный ряд сходится, см. лемму 7). Очевидно, что элементу х 
и соответствует при установленном соответствии элемент у. 
Покажем, наконец, что при этом соответствии сохраняется 
скалярное произведение. Это сразу следует из леммы 4. Дей¬ 
ствительно, если 

оо оо со оо 

Е х'= ^ у= ^2 а„/„, у = і: 

га =1 га =1 га =1 га =1 
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то, в силу указанной леммы, 

(х, х') = ^ = {у, у'). □ 

П = 1 

В качестве модели сепарабельного бесконечномерного 
гильбертова пространства можно взять пространство, элемен¬ 
тами которого являются последовательности действительных 

чисел X = (х^, ^ 2 , ..., х„, ...), для которых ряд 52 х| сходится, 

к-1 

т. е. пространство І 2 (см. примеры 6 в п. 57.1 и пример 5 в 
п. 58.3). 

Скалярное произведение в этом пространстве вводится по 
следующему правилу: 

если X = (х^, ... , х„, ...)иу = (у^, ... , і/„, ...), то 

со 

(х, у)= ^ х^у^. (60.45) 

к-1 

Это определение имеет смысл, так как из сходимости рядов 
И У к вытекает и сходимость ряда 52 ^кУк- 

к-1 к-1 к-1 

пример, следует из неравенства Гёльдера для рядов при р = 2 
(оно в этом случае часто называется неравенством Коши—Швар¬ 
ца), но может быть получено и из элементарного неравенства 


^кУк< 


ХІ + УІ 

2 


Норма в пространстве определяется согласно общему пра¬ 
вилу по формуле 


X 



(60.46) 


ТЕОРЕМА 11. Пространство І 2 является сепарабельным 
гильбертовым пространством. 

Доказательство. Пространство /3 сепарабельно, так как 
последовательности е^,/г = 1,2 ,...,у которых на всех местах 
стоят нули, кроме к-то, где стоит единица, образуют ортонорми¬ 
рованный базис и, следовательно, их конечные линейные ком¬ 
бинации с рациональными коэффициентами образуют счетное 
плотное в пространстве І 2 множество (почему?). 

Полнота пространства была доказана раньше (см. пример 3 
вп. 57.2). □ 

В силу теоремы 10, пространство І 2 изоморфно каждому се¬ 
парабельному гильбертову пространству. 
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в п. 60.3 было показано, что пространство Ь^а, Щ сепара¬ 
бельно (см. там теорему 2) для любого отрезка [а, &], следова¬ 
тельно, оно также изоморфно пространству І 2 . Можно пока¬ 
зать, что и пространство Ь2{0), где Ѳ — измеримое положи¬ 
тельной меры множество п-мерного пространства, также 
сепарабельно и, следовательно, изоморфно І 2 . Таким образом, 
все гильбертовы пространства интегрируемых в квадрате 
функций независимо от числа переменных, от которых зави¬ 
сят эти функции, изоморфны между собой. 

60.6. Разложение функций 
с интегрируемым квадратом в ряд Фурье 

В § 55 изучались классические ряды Фурье, т. е. ряды Фурье 
по тригонометрической системе функций, для абсолютно ин¬ 
тегрируемых функций. В этом пункте будет получен ряд след¬ 
ствий из обіцей теории рядов Фурье в гильбертовых простран¬ 
ствах и из свойства полноты системы тригонометрических 
функций в пространстве тригонометрических ря¬ 

дов Фурье более узкого класса функций, чем абсолютно интег¬ 
рируемые, а именно для функций с интегрируемым на отрезке 
[-Л, л] квадратом, т. е. для функций пространства КЬ<^-Т 1 , л] 
(см. пример 3 в и. 59.2). 

Прежде всего заметим, что если в гильбертовом простран¬ 
стве л] за ортогональную систему взять тригонометри¬ 

ческую систему 

1, С08 X, 8ІН X, ... , С08 ПХ, 8ІНПХ, ... , 

то коэффициенты Фурье элемента / е Ь^—п, л] по этой системе 
будут определяться, согласно (60.25), по формулам 

«о = ^ (А 1), (^п=\ (А С 08 пх), 

= (А 8ІП пх), п = 1, 2, ... , (60.47) 

так как ||1 ||і^ = ||со8 нхЦ^^^ = Цаін пхЦ^^^ = Ѵд (см. п. 60.1). 

Если / — непрерывная на отрезке [-л, л] функция, то / е 
6 СІ 2 [“Д> Д] Д]- Сравнивая формулы (60.47) для коэф¬ 

фициентов Фурье функции / с формулами (55.6) (скалярное 
произведение, как обычно, задается формулами (59.11)), ви¬ 
дим, что все они совпадают, кроме формулы для коэффициен¬ 
та Нц, которая в (60.47) отличается от формулы в (55.6) мно- 
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жителем 1/2. Отдавая дань традиции, будем в дальнейшем 
придерживаться формулы (55.6) для а^, т. е. считать, что 


ао=^(/,1) (60.48) 

и записывать тригонометрический ряд Фурье в виде 


+ У а„ С08 пх + Ь„ 8ІП пх. 

V п п 

^ л = 1 

Применяя теорему 6 к тригонометрической системе (60.2), 
в силу полноты этой системы в пространстве Ь 2 [—'К, л] (см. 
пример 3 в и. 60.3), получим следуюіцую теорему. 

ТЕОРЕМА 12. Каждый элемент / е л] раскладыва¬ 

ется в этом пространстве в ряд Фурье по тригонометриче¬ 
ской системе 

/ = -^ + У а С08 пх + Ъ 8ІП пх, (60.49) 

причем справедливо равенство Парсеваля 


1 

к 


11/Р = 


+ Ё + 

п = 1 


СЛЕДСТВИЕ 1. Каждая функция /(х) с интегрируемым на 
отрезке [-л, л] квадратом: 

1 ) является пределом в смысле среднего квадратичного 
(см. п. 58.4) своих частичных сумм Фурье >8„(х) по тригоно¬ 
метрической системе функций при п оо, т. е. 


Ит [ [/(х) - 5„(х)]2(іх = 0; (60.50) 

—тс 

2) и для нее справедливо равенство Парсеваля 


1 ^ Лп ОО 

I \ р{х)(1х=-1 + аі + ъі. (60.51) 

СЛЕДСТВИЕ 2. Если функция / с интегрируемым на отрезке 
[-Л, л] квадратом и все ее коэффициенты Фурье по тригоно¬ 
метрической системе равны нулю, то она эквивалентна нулю. 

Здесь везде коэффициенты Фурье при п = 1, 2, ... , опреде¬ 
ляются по формулам (60.47), а коэффициент а^ — по формуле 
(60.48). 

Поскольку сама теорема 12 вытекает из теоремы 6, то нуж¬ 
даются в доказательстве только ее следствия. 

Итак, пусть функция /(х) есть функция с интегрируемым 
квадратом на отрезке [-л, л], т. е. Я^) ^ КЬ^і-к, л] (см. пример 
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7 в п. 58.3 и пример 3 в п. 59.2). Прежде всего заметим, что 
любая ей эквивалентная функция §(х) (см. замечание 1 в 
п. 59.5) имеет те же коэффициенты Фурье и, следовательно, 
тот же ряд Фурье. Это следует из того, что почти скалярное 
произведение в пространстве ЕЬ 2 [-ті, л] не меняется, если его 
сомножители заменить им эквивалентными (см. формулу 

(59.11) ), и потому, если / ~ то 

«0= 

а^=1 (/, С08 пх)д^^^ = і (§, С08 /гх)ді^, 

Ъп= ^(У, 8ІП гал:)ді^ = ^(§,зшпх)^^^, п = 1,2, ... *. 

Следовательно, если через Р обозначить класс эквивалент¬ 
ных функций, содержаіций функцию /, то, в силу определения 

(59.11) скалярного произведения классов эквивалентных функ¬ 
ций, т. е. скалярного произведения в пространстве 

(см. п. 59.4), будем иметь 

ао=\ (Р, 1)лі2, а^=1 {Р, С 08 пх)д^^, ^ (Р, 8Ін пх)^^^, 

п = 1,2, ... , 

т. е. ряд Фурье элемента Р е ВР 2 [-п, л] с Р 2 [~^’ совпадает с 
рядом Фурье каждой функции / ^ Р. Согласно теореме 12, в 
пространстве имеет место разложение 

=-^ + У а соз пх + Ь віп пх (60.52) 

И равенство Парсеваля 

1 со 

= І + (60.53) 

«о " 

Если 8„{х) = -к + У" 0/, С 08 кх -Ь 8Іп кх — частичная сум- 

^ к-\ 

ма ряда Фурье (60.52), то сходимость этого ряда в пространст¬ 
ве л] к элементу Р означает, что 

Дт^||Е-5„(х)||і^=0. (60.54) 


* Индекс у скалярных и почти скалярных произведений указывает, 
в каких пространствах берутся рассматриваемые произведения. 
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Если теперь / е Е, то (см. (59.23)) 


= ІІЯ^)-5„МІІйь,= Д[Ях) - 8,{х)^Чх, (60.55) 

где II/(х) - 5 „(х)||д2 ^^ — полунорма функции /(х) - 5„(х) в про¬ 
странстве ЕЬ^і-п, л], что имеет смысл, так как /(х) - 5„(х) е 
6 Е - Я^х). Из (60.54) и (60.55) следует, что 


ІІП 1 [ [/(х) - 5„(х)]2(іх = 

п —^ ОО ^ 

-71 


Иш 

П ^ оо 


||/(х)-5„(х)||ді^ = 0. 


т. е. равенство (60.50) доказано. 

Далее, так как, в силу той же формулы (59.23), имеют мес¬ 
то равенства 


Шг = 


\НЬп 


= /I р{х)(іх 


и так как коэффициенты Фурье у Е и / одинаковы, то (60.51) 
для функции У е КЬ 2 следует непосредственно из (60.53). 

Для доказательства следствия 2 заметим, что если все ко¬ 
эффициенты Фурье функции / 6 ЕЬ 2 [-'К, л] по тригонометри¬ 
ческой системе равны нулю, то из равенства Парсеваля (60.51) 
следует, что 

ІІ/'ІІІд = I Р(х)(іх = 0, 

-Ж 

а это, согласно определению 5 из п. 59.4 эквивалентных функ¬ 
ций, и означает, что / ~ 0. 

Итак, обратим внимание на то, что если у функции с ин¬ 
тегрируемым квадратом все коэффициенты Фурье равны ну¬ 
лю, то она не обязательно является тождественным нулем, а 
только эквивалентна ему. 

Оба следствия доказаны. □ 

Из равенства Парсеваля (60.51) еш,е раз (независимо от тео¬ 
ремы 2 п. 55.2) следует, что коэффициенты Фурье функции 
/(х) стремятся к нулю (так как общий член сходящегося ряда 
(60.51) всегда стремится к нулю), однако липіь для функций с 
интегрируемым на отрезке [-л, л] квадратом. Так как всякая 
функция, непрерывная на отрезке [-л, л], является и функци¬ 
ей с интегрируемым квадратом, то для нее также справедливо 
утверждение первого следствия теоремы 12: она раскладывает¬ 
ся в ряд Фурье, сходящийся к ней в смысле среднего квадра¬ 
тичного, и для нее справедливо равенство Парсеваля (60.51). 

Второе же следствие для непрерывных функций может 
быть существенно усилено. Сформулируем его в виде отдель¬ 
ной теоремы. 
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ТЕОРЕМА 13. Если все коэффициенты Фурье непрерывной 
на отрезке [—л, л] функции равны нулю, то сама эта функ¬ 
ция тождественно равна нулю. 

Этот факт был установлен нами раньше (см. в п. 55.6 следст¬ 
вие из теоремы 6) для функций, непрерывных на отрезке [-л, л] 
и принимаюш,их на его концах одинаковые значения. Ока¬ 
зывается, что, используя теорию рядов Фурье в гильбертовых 
пространствах, можно отказаться от условия равенства значе¬ 
ний функций на концах отрезка [-л, л]. 

СЛЕДСТВИЕ (теорема единственности разложения непре¬ 
рывной функции в ряд Фурье). Если две непрерывные функ¬ 
ции имеют одинаковые коэффициенты Фурье, то они тож¬ 
дественно равны. 

Доказательство. Если функция Дх) непрерывна на от¬ 
резке [-Л, л] и все ее коэффициенты Фурье равны нулю, то из 
равенства Парсеваля (60.51) имеем = 0. Но полунорма 

пространства КЕ 2 [-'!^, л] на множестве непрерывных функций 
является нормой (см. пример 8 в и. 58.3), поэтому Дх) = 0 для 
всех X е [-л, л]. 

Следствие вытекает из того, что разность двух функций, у 
которых одинаковые коэффициенты Фурье, имеет коэффици¬ 
енты Фурье, равные нулю, и потому является тождественным 
нулем. □ 

Замечание 1. Теоремы 12 и 13 были сформулированы 
применительно к тригонометрической системе функций. По¬ 
добные утверждения справедливы, конечно, для любой полной 
ортогональной системы функций, т. е. системы, образуюш;ей 
ортогональный базис в пространстве Е 2 ІО-, Щ. В частности, ана¬ 
логичные утверждения справедливы для разложений функций 
по полиномам Лежандра (см. пример 2 в и. 60.3) в пространст¬ 
ве 1]. Например, если все коэффициенты Фурье непре¬ 

рывной на отрезке [-1, 1] функции по системе полиномов Ле¬ 
жандра равны нулю, то эта функция равна нулю во всех точ¬ 
ках отрезка [-1, 1]. Доказательства подобных утверждений 
могут быть проведены по той же схеме, что и выше. 

Замечание 2. Основным и суш,ественным фактом, по¬ 
зволившим доказать теорему 12, является полнота тригоно¬ 
метрической системы в пространстве Ь^-к, л], которая, в свою 
очередь, основывается на возможности сколь угодно точно в 
смысле среднего квадратичного приблизить на отрезке [-л, л] 
всякую функцию с интегрируемым на этом отрезке квадратом 
непрерывной финитной на интервале [—л, л] функцией (см. 
лемму 11 из и. 59.5). Использование же обш;ей теории о разло- 
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жении по ортогональным системам в гильбертовом простран¬ 
стве носило по суш,еству лишь терминологический характер и 
позволило более кратко и наглядно проводить и записывать 
рассуждения. В качестве примера понятия, которое весьма 
удобно при рассмотрении изучаемых вопросов, отметим преж¬ 
де всего понятие линейного нормированного пространства 
(в частности, предгильбертова пространства), а значит, и по¬ 
нятие нормы. Введение этих понятий позволило изложить 
теорию разложений по ортонормированным системам вне за¬ 
висимости от их конкретного вида. Эти понятия имеют раз¬ 
нообразное применение и в различных других разделах мате¬ 
матики. 

В заключение, используя полученные результаты, дока¬ 
жем еіце одну теорему. 

ТЕОРЕМА 14. Пустъ функция / непрерывна на отрезке 
[-Л, л]. Если ее ряд Фурье сходится равномерно на отрезке 
[-Л, л], то его сумма равна функции /. 

Доказательство. Пусть 


а^ оо 

Ах) ~ “Т + У" сі С08 ПХ + Ь 8ІП ПХ 

^ л = 1 

оо 

5(л:) = -к + ^ а сов пх -Ь Ъ він пх 

^ п - 1 


— сумма ряда Фурье функции /. 

Прежде всего функция 5(х), как сумма равномерно сходя- 
ш,егося ряда непрерывных функций, также непрерывна. Да¬ 
лее, в силу теоремы 1 п. 55.1, коэффициентами Фурье функ¬ 
ции 5(х) являются числа а^, а„, /г = 1, 2, ... . 

Таким образом, две непрерывные на отрезке [-л, л] функ¬ 
ции / и 5 имеют одинаковые коэффициенты Фурье, и поэтому, 
в силу следствия теоремы 13, они совпадают во всех точках от¬ 
резка [-Л, л]: /(х) = 8(х), -л < л: < л. □ 


60.7. Ортогональные разложения 
гильбертовых пространств в прямую сумму 

Определение 7. Подмножество линейного пространства X 
со скалярным произведением называется его подпростран¬ 
ством, если оно является подпространством X как линей¬ 
ного пространства и является, кроме того, замкнутым 
множеством. 
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Примером подпространств линейных пространств со ска¬ 
лярным произведением являются ядра ограниченных линей¬ 
ных операторов. 

В самом деле, пусть А — линейный ограниченный опера¬ 
тор на предгильбертовом пространстве X и 

кег А = {х е X: Ах = 0}; (60.56) 

тогда, как мы уже знаем (см. лемму 2 в п. 58.1), ядро кег А яв¬ 
ляется подпространством линейного пространства X. Замкну¬ 
тость ядра кег А следует из непрерывности оператора А (см. 
п. 58.6); если 

Уп ^ кег А, т. е. А(і/„) = 0, 
и 



то 

А(у)=А(1іт и„)= Ит А(уА= Ііт 0 = 0, 

т. е. г/ 6 кег А, что и означает замкнутость ядра кег А. □ 
Определение 8. Если X — линейное пространство со скаляр¬ 
ным произведением и У — его подмножество, то множест¬ 
во всех элементов пространства X, ортогональных всем 
элементам множества У: 

У^ {х е X : (х, у) = о, у е У}, (60.57) 

называется ортогональным дополненением множества У. 
Легко видеть, что 

(У^^)^ 3 У. 

ЛЕММА 8. Если У — подпространство линейного простран¬ 
ства X со скалярным произведением, то У^ также являет¬ 
ся подпространством пространства X. 

Доказательство. Если е У^, е У^, то для любых чи¬ 
сел Я,^, ^2 и любого у е У имеем 

(Яі 2 і -Ь у) = Яі ( 2 ^, у) 4- Яз ( 22 , у) = о 

и, следовательно, Яі 2 ^ -Ь Я 222 е У^, т. е. У^ является подпрост¬ 
ранством линейного пространства X. 

Замкнутость множества У^ следует из непрерывности ска¬ 
лярного произведения: если 2 ^ е У^ и Ип^ 2 ^ = г, то для любо¬ 
го у е У имеем 

(2, у) = ( Ит 2„, у) = Ит (2„, у) = Ит 0 = 0, 
т. е. 2 6 У^, а это и означает замкнутость множества У^. □ 
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ТЕОРЕМА 15. Если У — подпространство гильбертова 
пространства X и X, то существует такой единствен¬ 
ный элемент у^ е У, что 

ІІ^о“УоІІ = іпі Цхо-і/ІІ. (60.58) 

уеУ 

Элемент у^ называется ортогональной проекцией элемен¬ 
та Хр в подпространство У. Очевидно, эта теорема является 
обобш,ением теоремы 3 п. 60.4 (см. (60.29)) на случай, когда 
подпространство У не является обязательно конечномерным. 

Доказательство. Пусть X — гильбертово пространство, 
хе X, и У — подпространство пространства X. Положим 

д^= іпі Цхц-і/„)р. 
у е у 

Выберем последовательность точек у^е У так, чтобы 

Ііп^ Цхц - у„|р = (і. (60.59) 


Заметим, что для любых элементов и и ѵ какого-либо ли¬ 
нейного пространства со скалярным произведением имеет 
место тождество 


и -\- V 

^ + 

и - V 

2 


2 



(60.60) 


Чтобы в этом убедиться, достаточно записать это равенство че¬ 
рез скалярные произведения 


и -і- V и -і- V 

2 ’ 2 


-Ь 


и - V и - V 


= ^(н, и) + ^(н, ѵ) 


и произвести соответствующее умножение, воспользовавшись 
дистрибутивностью скалярного произведения. Положив в 
тождестве (60.60) и = х^- у^, 0 = Хд - у^, получим 


Хп- 


Уп + Уп 


+ іИУп - УтѴ = 1\\Ч - УпѴ - 


2 11^0 Уп 


(60.61) 


т У ^ У ^ тт" 

Так как —— е У, то 


Уп + Уп 


>а. 


(60.62) 


в силу условия (60.59), для произвольно заданного е > 0 
существует такой номер Лд, что для всех номеров я > Пд вы¬ 
полняется неравенство 

1ко“У«Р<^+у- (60.63) 
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Поэтому если п > п^п т > п^, то из равенства (60.61), в си¬ 
лу неравенств (60.62) и (60.63), следует, что 


(І + 


\\Уп - Ѵг, 




т. е. при п > т > выполняется неравенство 

\\Уп-Ут\\ <е- 

Это означает, что последовательность {у^ фундаментальная, а 
поэтому, в силу полноты пространства X, она сходится. 

Пусть 

(60.64) 

Отсюда, в силу непрерывности нормы, следует, что на элементе 
у^ достигается минимум отклонения Цхц — у\\ элемента x^ от под¬ 
пространства У, т. е. выполняется условие (60.58). В самом деле, 

Іко-УоІІ = ІІ^о-„1іт^УяІІ = 


= ||хо - у л 75 = ||хо - у\\. (60.65) 

Таким образом, так как нижняя грань в равенстве (60.58) до¬ 
стигается, то ее можно заменить минимумом 

1ко“Уо11 = тіп \\Ч-У\\- ( 60 . 66 ) 

уеУ 

Покажем, что в подпространстве У элемент у^, обладаюіций 
этим свойством, единствен. Действительно, если у-^ е У, 

= (60.67) 

то, положив в тождестве (60.60) и = х^ — у^, ѵ = х^ — у^, получим 


Уо + Уі 2 
^0-^— 

т, Уо + Уі 

Так как —^— 

равенство 


+ \ \\Уо - Уі\\^ = 1 11^0 “ Уо\\^ + I Іко “ УіР- (60.68) 
е У, то, на основании (60.59), выполняется не- 


Уо + Уі 
^ 0 -^— 


> (І, 


а так как, кроме того, 

то из (60.68) следует неравенство 

(1+ \ \\Уо-УіѴ<(і’ 

т. е. ІІУо “ УіІР ^ о, что возможно лишь тогда, когда у^ = у^ □. 
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Замечание 1. Из доказательства теоремы 15 видно, что 
полнота пространства X использовалась липіь для существова¬ 
ния ортогональной проекции элемента в подпространство, а не 
для ее единственности. Таким образом, если у элемента линей¬ 
ного пространства со скалярным произведением существует 
ортогональная проекция в некоторое подпространство, то она 
единственна. 

В рассматриваемом случае имеет место и обобщение след¬ 
ствия леммы 4 п. 60.4. 

ТЕОРЕМА 16. Для того чтобы элемент был ортогональ¬ 
ной проекцией элемента x^ гильбертова пространства X в 
его подпространство У, необходимо и достаточно, чтобы 
для всех у & У выполнялось условие 

(Хо-Уо^у) = 0, (60.69) 

т. е. чтобы х^ - у^ У У. 

Доказательство необходимости условия (60.69). 
Пусть задан элемент і/ е У и элемент х^& X удовлетворяет ус¬ 
ловию (60.66). Выберем произвольно элемент і/ е У и рассмот¬ 
рим вспомогательную функцию 

ЯО 11^0 “ Уо + = (^0 “ Уо + ^0 “ Уо + *У) = 

= (^0 “ Уо> Ч ~ Уо) + 2Я^о “ Уо> у) + *Чу, у), 

-оо < і < н-оо. 

Найдем ее производную: 

Г(0 = Шч - Уо- у) + Яу- у))- (60.70) 

Так как у^ - іу ^ У, то, в силу (60.66), функция / достигает на¬ 
именьшего значения при і = 0. Следовательно, Д(0) = 0, или, в 
силу формулы (60.70), 

- г/о- у) = о 

(для произвольного у 6 У), т. е. выполняется условие (60.69). 

Доказательство достаточности условия (60.69). 
Пусть лгр е X, г/^ 6 У и для всех элементов г/ е Уд выполняется 
условие 

- Уі- у) = 0. (60.71) 

Покажем, что элемент у^, удовлетворяющий этому условию, 
единствен. Действительно, пусть элемент У 2 ^ У таков, что 
для всех г/ е У также выполняется условие 

(^о“У2-У) = 0; (60.72) 
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написав тождество 

і/і-У2 + (^о“Уі)“(^о“У2) = 0 (60.73) 

и заметив, что — г /2 ^ умножим скалярно равенство 
(60.73) на Уі - У 2 . Тогда, в силу (60.71) и (60.72), будем иметь 
(Уі - г/ 2 ’“ У 2 ) = о, т. е. 

ІІУі-г/2ІІ = 0 , 

а из этого следует, что у^ = У 2 . Выше было доказано, что эле¬ 
мент Уд, удовлетворяюіций условию (60.66), удовлетворяет и 
условию (60.69). Следовательно, в силу единственности тако¬ 
го элемента, имеем у^ = у^, т. е. элемент у^ является ортого¬ 
нальной проекцией элемента x^ в пространстве У. □ 

Замечание 2. Отметим, что для любого билинейного 
функционала Л(л:, у) (билинейного отображения, см. и. 58.7) 
имеет место тождество, аналогичное тождеству (60.60): 

гдеЛ(л;) =А(х, х). 

Поэтому метод, примененный в доказательствах теорем 15 
и 16, является типичным для решения задач на экстремум 
квадратичных функционалов А{х) в бесконечномерных про¬ 
странствах. 

ТЕОРЕМА 17. Линейное пространство X со скалярным 
произведением является прямой суммой всякого своего под¬ 
пространства У и его ортогонального дополнения 

Х = УѲУ^. (60.74) 

Доказательство. Согласно определению прямой суммы 
(см. п. 58.1), надо доказать, что каждый элемент х е X пред¬ 
ставим в виде X = у + 2 , у & У, 2 е У^, и при этом единствен¬ 
ным образом. 

Пусть X & X; обозначим через у е У его ортогональную про- 
екцию на пространство У и положим г = х — у. Тогда, очевидно, 

х = у + 2 (60.75) 

и, согласно теореме 15, имеет место равенство (х — у, у) = 0, или 
( 2 ,у) = (х-у, у) = 0, 

т. е. элемент г ортогонален элементу у и, следовательно, г е У^. 
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Докажем единственность разложения элемента х в сумму 
элементов, принадлежаш,их ортогональным подпространст¬ 
вам X и У. Хотя она следует и из предыдуп];их результатов, 
для наглядности приведем ее прямое доказательство. 

Если X = у-^ + 2 -^ е У, 2 ^ е У^), то, вычитая это равенство 
из равенства (60.75), получим 

(у - Уі) + (2 - = 0. 

Так как у - у^^ У, 2 - 2 ^ е У^ и, следовательно, у - у^ А- г - 
то из теоремы Пифагора 

||(У - Уі) + (2 - 2 і )||2 = \\у - Уі||2 -ь ІІ 2 - 2 і )||2 

имеем 

ІІУ-УіР+ ІІ2-2іР = 0, 
откуда у = Уі, 2 = 2 ^. □ 

УПРАЖНЕНИЕ 5. Доказать, что если X — линейное пространство со 
скалярным произведением и У — его подпространство, то 

(УГ)Г = у. 

60.8. Функционалы гильбертовых пространств 

При изучении линейных нормированных пространств и про¬ 
странств других типов большую роль играют так называемые 
линейные функционалы на этих пространствах, с которыми 
мы встречались в случае конечномерных пространств (см. 
п. 41.5). В дальнейшем мы убедимся в суш;ественном значе¬ 
нии линейных функционалов на примере теории обобш,енных 
функций, а теперь сформулируем их определение для случая 
линейных нормированных пространств. 

Определение 9. Линейное отображение линейного нормиро¬ 
ванного пространства в множество действительных чисел 
называется линейным функционалом на этом пространст¬ 
ве {или над этим пространством). □ 

Очевидно, что линейные функционалы линейного нормиро¬ 
ванного пространства X являются частным случаем операто¬ 
ров X ^ У, когда линейное нормированное пространство У яв¬ 
ляется множеством действительных чисел, и поэтому для ли¬ 
нейных функционалов справедливы все понятия, введенные 
для линейных операторов, например их ограниченность, не¬ 
прерывность, норма, и имеют место все их свойства, доказан¬ 
ные выше (см. п. 58.6). В частности, непрерывность и ограни- 
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ченность линейного функционала эквивалентны между собой. 
Функционалы линейного нормированного пространства также 
(как и вообще операторы) образуют линейное нормированное 
пространство, которое называется сопряженным данному. 

В случае конечномерных пространств было показано, что 
все функционалы порождаются скалярным произведением; 
покажем, что аналогичное утверждение верно и для гильбер¬ 
товых пространств. 

ТЕОРЕМА 18. Для всякого линейного ограниченного функ¬ 
ционала / действительного гильбертова пространства X 
существует единственный элемент а е X такой, что для 
всех X ^ X выполняется равенство 

Дх) = {х,а), (60.76) 

причем ІІ/ІІ = ||а||. Обратно: если а е X, то отображение 

/(х)(а, х), X е X, (60.77) 

является непрерывным линейным функционалом и ||/|| = ||а||. 
СЛЕДСТВИЕ. Гильбертово пространство изоморфно со сво¬ 
им сопряженным пространством. 

Доказательство. Прежде всего очевидно, что функцио¬ 
нал /(х) = (х, а) линейный и ограниченный. Последнее следует 
из неравенства Коши—Шварца 

|/(х)| = |(х, а)\ < ||х|| ||а||. 

Так как при х = а это неравенство превращается в равенство, 
то (см. п. 58.6) 



Пусть / — линейный ограниченный функционал на гильбер¬ 
товом пространстве X, а У — его ядро: 

У = кег/= (х е X : Дх) = 0}. (60.78) 

Тогда, как это было показано в п. 60.7, множество У является 
подпространством пространства X. Обозначим через 2 ортого¬ 
нальное дополнение в X подпространства У, т. е. .^ = У^. 

Если / = о на X, что равносильно равенству X = У, то фор¬ 
мула (60.76) очевидна, так как для любого х е X имеем Дх) = 
= (0, х) = о, т. е. а = 0. 

Пусть / ^ о на X и, следовательно, X ^ У. Поэтому существу¬ 
ет такой элемент Хц е X, что Хд ё У и, следовательно, Дхд) 5^ 0. 
Согласно теореме 16, имеет место разложение 
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(60.79) 


Ч = Уо + ^0’ Уо е 2о е 

Так как /(лгр) ^ 0, КУо) = ^ (так как У = кег /), то 

Ахо) = Ку о + 2о) = Ку о) + К^о) = К^о) 

и, следовательно, 

ОС - /(2о)^0. 

2о 

Положим 2 ^ = — . Тогда 

Выберем произвольно элемент х е X и пусть 

Ях) = |3; (60.80) 

тогда 

/(х - р^і) = Я^) - РЯ^і) = 0. 

Поэтому элемент х — Рг^ принадлежит пространству У: 


у - X - Р^і 6 У. 

(60.81) 

Таким образом, 

х = уЛ- Рг^, г/ е У, Р^^ е У. 

(60.82) 

Так как у ± 2 ^, то 

(60=82) 

(60.83) 

Положим 

сіе^ 2-у 

а ~ , ч; 

(2і, 2і) 

(60.84) 

тогда 

Кх) - р - - (х 1 - 

' (60.80) (60.83) (2^, 2і) ( ’ (2і, 2і) ) (60.84) 

(х, а). 


Таким образом, искомый элемент а найден и формула (60.76) 
доказана. 

Покажем, что такой элемент а единственный. Если элемент 
Ь 6 X таков, что для всех х е X выполняется равенство Кх)= 
= (х, Ъ), а следовательно, и (х, б - а) = 0, то, положив х = Ь - а, 
получим ||Ь - а|| = о и, следовательно, а = Ъ. 

Следствие теоремы вытекает из того, что при указанном 
соответствии элементов а е X и линейных функционалов ^{х) = 
= (х, а), X е X, линейной комбинации элементов пространствах 
соответствует аналогичная линейная комбинация функциона¬ 
лов. □ 

Замечание 3. Изоморфизм гильбертова пространства с 
ему сопряженным имеет место и для комплексных гильберто¬ 
вых пространств. 
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60.9*. Преобразование Фурье 
интегрируемых в квадрате функций. 

Теорема Планшереля 

Если квадрат функции / интегрируем на всей действительной 
оси, то сама функция /, вообще говоря, не абсолютно интегри¬ 
руема на всей оси, как это видно на примере функции 



Поэтому, на основании теории преобразования Фурье, изло¬ 
женной в § 56, нельзя утверждать существование преобразо¬ 
вания Фурье для функций из пространства °о). Пока¬ 

жем, что в этом случае можно определить преобразование 
Фурье в некотором обобщенном смысле. Предварительно оста¬ 
новимся на определении пространства °о) для комп¬ 

лекснозначных функций. 

Пусть / ш § — две непрерывные функции с интегрируемым 
квадратом модуля на всей оси и принимающие, вообще гово¬ 
ря, комплексные значения. Их скалярное произведение опре¬ 
деляется в этом случае по формуле 

-роо _ 

(/,§■)= I Кх)ё(х)(1х. 

—оо 

Легко проверяется, что все свойства, которыми должно обла¬ 
дать скалярное произведение в комплексном линейном про¬ 
странстве (см. п. 59.1), в этом случае выполняются. 

Пространство Ь 2 (-°°, °°), которое мы будем рассматри¬ 
вать в этом пункте, определим как пополнение предгиль¬ 
бертова пространства непрерывных и с интегрируемым на 
всей оси квадратом модуля комплекснозначных функций 
с указанным скалярным произведением (ср. с теоремой 3 
в п. 59.5). 

Через II/II в настоящем параграфе обозначается норма эле¬ 
мента/е Ь 2 (-°°, +00), т. е. 



для функций / с интегрируемым на всей оси квадратом моду¬ 
ля. Выше для случая действительных функций отмечалось без 
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доказательства (см. п. 59.5), что каждый элемент пространства 
Ь 2 можно рассматривать как класс функций. Аналогичный 
факт справедлив и для пространства Ьз комплекснозначных 
функций, причем полунорма ||/|| функций / совпадает с нормой 
элемента пространства І 2 > которому принадлежит (в смысле, 
аналогичном указанному в п. 59.5) функция /. Мы не будем ос¬ 
танавливаться на доказательстве этих фактов и не будем их ис¬ 
пользовать в дальнейшем. 

Комплекснозначную функцию /(л:) = ф(х) -Ь і\|/(л:), где ф(х) и 
\ 1 /(х) — действительные функции, -оо < х < Ч-оо^ назовем фи¬ 
нитной ступенчатой функцией, если финитными ступенча¬ 
тыми функциями являются функции ф(х) и \|/(л;) (см. опреде¬ 
ление 7 в п. 55.2). В дальнейшем для краткости финитные 
ступенчатые функции будем называть просто ступенчатыми 
функциями. 

Любые две ступенчатые функции ф(л:) и \і/(х), принимаю- 
ш,ие только действительные значения, можно представить в 
виде конечной линейной комбинации с действительными 
коэффициентами одних и тех же одноступенчатых функций 
(см. п. 55.2), принимаюш;их значения 1 и 0. Для этого доста¬ 
точно взять всевозможные непустые пересечения полуинтер¬ 
валов постоянства функций ф(х) и \і/(х). Эти пересечения так¬ 
же являются полуинтервалами хД, к = 1, 2, ... , п, на 

которых постоянны одновременно функции ф(л;) и \|/(х). Поэто¬ 
му если 

, [ 1, если < X < х^, 

* [ о, если X < или х > х^^, 

к = 1, 2, , п, 

— соответствуюш;ие одноступенчатые функции, то суш;еству- 
ют такие действительные числа Я,^, = 1, 2, ... , что 

ф(л:)= І Я^соДх), \і/(х) = ^ \0і„іх). 

к - I к-1 

Отсюда следует, что комплекснозначная ступенчатая функ¬ 
ция /(х) = ф(л:) -Ь і\|/(л:) представима в виде 

Ах)= ^ Са«>Дл:), (60.85) 

Й = 1 

где = + к = 1, 2, ... , п, — комплексные числа. 
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ЛЕММА 9. Пустъ / — комплекснозначная ступенчатая 
функция и Р[ф\ — ее преобразование Фурье, тогда 

ИЛИ = 11 / 11 . 

Доказательство. Если функция / задана формулой 
(60.85), то 

+00 _ 

||/||2= I ^(х)І{х)дх = 

—со 

п - - п 

= Ё СуСй I С0/л:)С0й(л:)сгх= ^ (х^- х^_.^). (60.86) 

І.к-І 

Пусть теперь 0 < р < +оо; тогда 

Л _ -| Л +00 +00 _ 

I Р[]']РШду=-^ \ I Кx)е-^^Удx | = 

-Г| -Г| -со -оо 

Ч +00 +СО _ Л 

^ 2л I I КхЖ'^)дхді,\ е^У^^-^Ыу = 

—оо —оо —11 

= I т 7 Ж) ах а^. (60.87) 

Все преобразования здесь законны, так как на самом деле все 
интегралы берутся в конечных пределах. 

Поскольку действительная и мнимая части функции /(х) 
удовлетворяют условиям теоремы о представлении функций с 
помоіцью интеграла Фурье (см. теорему 1 в п. 56.1), то для 
всех X, кроме х = Х/^, к = 1, 2, ... , п, имеем (см. доказательство 
указанной теоремы) 


Ііт 

Т| +00 


ИГ 77м л? - 


I Ж 


^ - X 


а^ = /(х). 


Оказывается, что в силу этого, при наших предположениях в 
последнем интеграле (60.87) можно перейти к пределу под 
знаком интеграла при р ^ +оо. Однако соответствуюіцая тео¬ 
рема не была доказана в настояш;ем курсе, и потому нам при¬ 
дется сделать несколько дополнительных вычислений. Под¬ 
ставляя (60.85) в (60.87), получим 


I Р[Г] Р[П ау 


-п 



С; Са Их I 


ЗІП Г|(^ - х) 

^ - X 


а^ = 


1 

л 



_ 11(*І - ж) 

С; ЖХ I 

*;-1 11(4-1-*) 


ЗІП І 
І 


аі. 


(60.88) 
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Рассмотрим поведение каждого слагаемого получившейся 
суммы при Г] ^ + 0 О. Если і = к, то, меняя порядок интегриро¬ 
вания (рис. 17) и производя интегрирование по переменной х, 
получим 


1 

л 


[ йх [ —— Лі = - 
^ і і л 

Ч-1 


I 


Хи - Х^ 


1 


I 

Л 


зіп і 
і 


(ІІ + 


о 

+ I 




2 , . зіп і , 2 


лр 


Так как 


(см. п. 54.4), то 


8ІП І ,, Л 

I —^^=2 

О 




— (іі = х„-х,^_^. 


О 


Далее, очевидно, что 


2 

Ііт —[1 - С 08 р(Хі, - х^, і)] = 0, 

поэтому 

1 Ч=с,-х) 

*к-1 ^\(x^_^-x) 

Покажем теперь, что при ] ^ к 


Ит 

Р ^ - 1-00 


р ’1(Ч “ *) 

I I 

р-1 р(ж*_і-ж) 


8ІП І 
І 


(ІІ = 0 . 


Пусть для определенности х^_ ^ ^ < х^^. При других рас¬ 
положениях полуинтервалов постоянства [х^_ х^) и [Хі^ х^^) 

доказательство аналогично. Меняя снова порядок интегрирова¬ 
ния и производя интегрирование по х (рис. 18), с помош;ью ана¬ 
логичных рассуждений получим 



Т|(р - ж) 

I 


я(р-1-р 


8ІП І 
І 


(ІІ 


тіК-р_і) , 

I 

іКр-р) 


1 


I 

л 


+ 1 ІХ-- X^_■^)—(ІІ + 

’І(р-і-р-і) 


ЗІП 1; 
і 


(ІІ + 


Г|К.і-р_і) 

+ I 

іКр-і-р) 


х.-х^_і + 


і л зіп і 


(ІІ ^ О при р 
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Рис. 17 Рис. 18 


Теперь из (60.88) имеем 

+ 00 _ л _ 

ІІЛЛІР= I ппппах= ііт I Р[ППП(1у = 

-оо ^ -Г| 

= І: ЫЧх,-х,_^)=Ш^.а 

к = 1 

ЛЕММА 10. Пустъ / — комплекснозначная функция, непре¬ 
рывная на отрезке [а, Щ и равная нулю вне его, тогда су¬ 
ществует последовательность таких ступенчатых функ¬ 
ций ф„, га = 1, 2, ... , что 

ІІФ - ф„|| = о, зпрр ф„ с [а, Ь]. 

Доказательство. Для действительных функций это сле¬ 
дует из леммы 9 и. 59.5. Пусть теперь ф = га -Ь іо — комплекс¬ 
нозначная функция, непрерывная на отрезке [а, Ь]; тогда дейст¬ 
вительные функции га и і; также непрерывны на отрезке [а, Ь]. 
Поэтому существуют такие последовательности ступенчатых 
функций {га^} и {гаД, что ||га - и^^ ^ 0 и [га - га^Ц ^ 0 при га ^ оо. Ес¬ 
ли ф„ = то ІІФ - Ф„|| < ||га - га„|| -Ь ||га - га„||, отсюда ||ф - фЛ ^ 

^ о при га ^ оо. □ 

ЛЕММА 11. Пусть комплекснозначная функция ф непрерыв¬ 
на на отрезке \а, ЪЛ и равна нулю вне его, тогда 

Иф]|| = 11ф||. 

Доказательство. Пусть Ф^ — последовательность сту¬ 
пенчатых функций таких, что 

Ііт ||ф-ф„||=0 

(см. лемму 10), тогда, в силу непрерывности нормы, 

ІІФпІІ = ІІФІІ- (60.89) 

71 —7 
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Из неравенства же Коши—Буняковского получим 


I |ф„(х)-ф(л:)|сгх< Ц (іх^ Ц |ф„(х)-ф(х)|2сгх 


= (&-а)і/2[^| |ф^(л;) - ф(л;)|2сгл:У''^ 

И, следовательно, 

ъ 

Ит I |ф„(л:) - ф(х)|с?л: = О, 

^ а 

т. е. последовательность {ф„} сходится в среднем к функции ф 
и в смысле Ь^. Поэтому если 

= Лф], = -^[Фд]- га = 1, 2, , 

то последовательность непрерывных (см. следствие теоремы 2 
в п. 56.7) функций {\|/^} равномерно сходится к функции \|/, ко¬ 
торая в силу этого непрерывна на всей числовой оси. Кроме 
того, в силу леммы 9, 

1к„11 = 11ф„11- (60.90) 

Отсюда следует, в частности, что непрерывные функции \|/^ 
являются функциями с интегрируемым квадратом модуля, 
т. е. принадлежат пространству +°°)- Далее, функции 

\|/„, п = 1, 2, ... , образуют фундаментальную последователь¬ 
ность в пространстве Ь 2 (-°°, +оо). Это следует из сходимости в 
среднем в смысле із последовательности {ф^} и из равенства 

-Ьсо -|-со 

I Ып(у) -= I 1ф„(у)-фт(у)рсгу, 

—оо —со 

которое также вытекает из леммы 9, так как разность ступен¬ 
чатых функций также является ступенчатой функцией. Пока¬ 
жем, что последовательность {\|/„} сходится к функции \|/ и в 
пространстве Ь 2 . Действительно, пусть фиксировано е > 0, тог¬ 
да, в силу фундаментальности последовательности су¬ 

ществует такой номер п^, что для всех п> п^и.т> выполня¬ 
ется неравенство 

I Ып(У) - ^т(У)\^(ІУ < 

— СО 

Тем более, для любого числа с > 0 будем иметь 

/ <е. (60.91) 
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При фиксированных п и с при оо подынтегральное выраже¬ 
ние в (60.91) равномерно стремится к функции |\|/„(у) - '1/(у)|^. 
Поэтому в неравенстве (60.91) можно перейти к пределу под зна¬ 
ком интеграла при т ^ оо. в результате будем иметь 


-С 

Устремляя теперь с к -Ьоо, получим, что при п > выпол¬ 
няется неравенство 

-|-со 

I к„(г/)-у(і/)рсгу<е, (60.92) 

—со 

что и означает сходимость в среднем в смысле із последова¬ 
тельности {\|/^} к функции \|/. 

Из доказанного следует также, что \|/ е +°о). Дей¬ 

ствительно, в силу (60.90) и (60.92), 

ІкІІ < Ік-ч^Л + ІкяІІ <+°°- 

Наконец, из неравенства | ||\і/„|| - ||\і/|| | < ||\і/„ - \|/|| и того, что 
Ит ||\|/^ - \|/|| = о, получим 

1кЛ = 1к11- (60.93) 

Из (60.89), (60.90) и (60.93) следует, что 

ІкІІ = 1к„11-п 


ТЕОРЕМА 19 (теорема Планшереля*). Пустъ функция ф не¬ 
прерывна и с интегрируемым квадратом модуля на всей 
числовой оси и пусть 


'Км(У) = I М > 0. 

Тогда: 

1) функция гпакже непрерывна и с интегрируемым 

на всей числовой оси квадратом', 

2) при М - 1-00 функции \|/д^ сходятся в пространстве із 

(-оо^ -Ьоо) к некоторому элементу \|/ е +°°); 

3) ІІФІІ = ІкІІ- 


Доказательство. Если 


/ ч _ і ф(^)> если X е [-М, М], 
Фм^^) - I о, если х й [-М, М], 


* М. Планшерель (1855—1967) — швейцарский математик. 
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то, очевидно. 


'Км -^[фм]’ 

Иш = ф в ЬоС-оо,+00), (60.94) 

М +00 

Ит ІІФмІІ = ІІФІІ- (60.95) 

^ +00 

Согласно лемме 10, 

ІІ'КмІІ “ ІІФмІІ ’ М>0, (60.96) 

ИЧ'м^-Ч'мзН ІІ'Фмі-Ч'мзІІ- Мі>0, М2>0. (60.97) 

Из (60.94) и (60.97) следует, в силу полноты пространства 
(-°°, +оо), что в (-о°, +00) существует предел (почему?) 

Ит = \|/. В силу непрерывности нормы, 

М —> + ОО 

Инг ІІУд^ІІ = ІІуІІ; (60.98) 

М^+оо 

из (60.95), (60.96) и (60.98) имеем ||\|/|| = ||ф||. □ 

Элемент \|/ е із (“°°> +°°), полученный в процессе доказа¬ 
тельства, мы будем называть преобразованием Фурье заданной 
непрерывной функции ф е 7^2 (“°°; +оо) и писать 

\|/ = ^'[ф]. (60.99) 

Эта запись естественна, так как если функция ф, кроме того, и 
абсолютно интегрируема, то Ит \|/д^ совпадает с обычным 

М^+оа 

преобразованием Фурье. Действительно, в этом случае 
Ит [ |фд^(л:) - ф(х)|с?х = 0. 

М^+оо 

Следовательно, функции \|/д^ = -^[фд^] при М ^ оо равномерно 
сходятся к преобразованию Фурье -Р[ф] функции ф. Как мы ви¬ 
дели, \|/д^ сходится в среднем в смысле Ь 2 к функции \|/; отсюда 
нетрудно убедиться, что \|/ = -Т’Сф] (сравните аналогичное рас¬ 
суждение в доказательстве леммы 11). 

Преобразование Фурье (60.99) определено пока лишь для 
тех элементов ф е І 2 (“°°; +°°)» которые являются непрерыв¬ 
ными функциями с интегрируемым квадратом, однако по не¬ 
прерывности оно может быть распространено на все простран¬ 
ство ^2 +о°). Действительно, пусть ф — произвольный 

элемент из пространства І 2 (“°°> +°°). Как было показано, мно¬ 
жество непрерывных с интегрируемым квадратом на всей чис¬ 
ловой оси функций плотно в пространстве Ь 2 +о°) (след¬ 

ствие теоремы 3 в п. 59.5). Следовательно, существует после¬ 
довательность непрерывных функций 

ф„ 6 Ь2 (-00, +00), П = 1, 2, ... , 

такая, что Ит ф„ = ф, т. е. Ит ||ф„-ф||=0. 

^ СЮ ' п ' /г ^ оо " ' " 
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Пусть -^[ф^] = \і/„, га = 1, 2, .... В силу теоремы Планшереля, 

Ікя - ч^тіі = ІІФя - Фті п,т=1, 2 , ... , 
поэтому последовательность {\|/„} фундаментальна в ^2 и, сле¬ 
довательно, сходится. Пусть \|/ = Ин^ \|/^. По определению по¬ 
лагаем 

і|/ = ^'[ф]. (60.100) 

Элемент \|/ = -^[ф] е -Ьоо) называется преобразовани¬ 

ем Фурье элемента ф е ^ 2 (“°°> +°о). Если ф* е 1^2 (“°°» +°°). 
га = 1, 2, ... , — какая-либо другая последовательность непре¬ 
рывных функций, сходяіцаяся в ^2 4 - 00 ) к элементу ф, и 

если \|/* = Е[ф*], то из равенства 

ІІФя-фяіІ = II ^я-'ФяіІ 

имеем Ііт і|/* = \|/. Таким образом, определение (60.100) не 

зависит от выбора последовательности непрерывных функ¬ 
ций, сходящейся к элементу ф. 

Для любого ф 6 І 2 (“°°> +°°) справедливо равенство 

Иф]|| = 11ф||, 

что сразу следует из того, что это равенство имеет место для не¬ 
прерывных функций ф е Ь 2 {—°°, -Ьоо) и непрерывности нормы. 

Далее, легко проверить, что преобразование Фурье Р ли¬ 
нейно на І 2 (“°°> +°°)> т. е. 

-Р'[Я,іфі + Я. 2 Ф 2 ] = ^1-Е[ф]^] + Я,2-?’[ф2] 
для любых ф^ и Ф 2 из ^ 2 (“°°> +оо) и любых чисел и ^ 2 . 
Это верно для ступенчатых функций. Они образуют плотное в 
Ь 2 {-°°, -Ьоо) множество. Отсюда предельным переходом ука¬ 
занное равенство получается для любых элементов простран¬ 
ства Ь 2 (-°°, +00). 

Наконец, преобразование Фурье отображает пространст¬ 
во Ь 2 (-°°, +00) на себя, т. е. каков бы ни был элемент \|/ е 
6 Ь 2 (-°°, +00), существует такой элемент ф е Ь 2 (-°°, + 0 °), что 
Е[ф] = і}/. Для того чтобы это показать, следует тем же методом, 
как это было сделано для преобразования Фурье, определить на 
пространстве І 2 (“°°> +°°) обратное преобразование Фурье и 
показать, что для любого элемента \|/ е Ь 2 (-°°, -Ьоо) справедли¬ 
во равенство ||-?’“^['1/]|| = ||'1/||. Затем можно показать, что 
Р[Р ^М] = и Е чад] = у 
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для всех \|/ е +°°); исходя из того, что это верно на множе¬ 
стве ступенчатых функций, образующих плотное в -Ьоо) 

множество. Если теперь для элемента \|/ е -Ьоо) взять 

элемент ф = то получим Е[ф] = \|/, что и означает, что 

преобразование Р отображает все пространство Ь 2 (-°°, +°о) 
на себя. 

Суммируя все сказанное, получим следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 20 (теорема Планшереля). Преобразование Фурье 
Р линейно и взаимно однозначно отображает пространст¬ 
во Ь 2 (-°°, -Ьоо) на себя, при этом для любого элемента ф е 
6 +оо) справедливо равенство 

Иф]|| = 11ф||. 

§61 

Обобщенные функции 

61.1. Общие соображения 

В этом параграфе мы рассмотрим одно обобщение классическо¬ 
го понятия функции, а именно понятие обобщенной функции. 
Оно возникло при репіении некоторых физических задач и в 
последние годы быстро и прочно вошло в математику. С по¬ 
мощью этого понятия можно распространить преобразование 
Фурье на существенно более широкий класс функций, чем аб¬ 
солютно интегрируемые или интегрируемые в квадрате функ¬ 
ции. Оно позволяет сформулировать на математическом языке 
такие идеализированные понятия, как, например, плотность 
точечного заряда, плотность материальной точки, мгновенный 
импульс и т. п. 

Поясним это подробнее. При изучении физических явле¬ 
ний с помощью математического аппарата нам неизбежно 
приходится пользоваться различными математическими абст¬ 
ракциями, в частности понятием точки. Мы говорим, напри¬ 
мер, о массе, сосредоточенной в данной точке пространства, о 
силе, приложенной в данный момент времени (т. е. в данной 
точке оси отсчета времени), о точечном источнике того или 
иного физического поля и т. п. Это удобно при использовании 
математического аппарата, хотя при этом мы воспроизводим 
не вполне точную реальную картину: всякая масса имеет оп¬ 
ределенный объем, всякая сила действует определенный про- 
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межуток времени, всякий источник поля имеет определенные 
размеры и т. д. Оказывается, что при таком подходе к изуче¬ 
нию физических явлений недостаточно методов классической 
математики. Иногда приходится вводить новые математиче¬ 
ские понятия, создавать новый математический аппарат. 

Рассмотрим в качестве примера действие «мгновенной» си¬ 
лы. Пусть в момент времени і = О на тело массы О подейст¬ 
вовала сила, сообщившая ему скорость ѵ ^ О, после чего дейст¬ 
вие силы прекратилось. Обозначая через Р{і) силу, действую¬ 
щую на тело в момент времени I, получим Р{і) = О при 1^0. 
Попытаемся найти, чему же равна сила Р(1) при ^ = 0. По вто¬ 
рому закону Ньютона сила равна скорости изменения количе¬ 
ства движения относительно времени 

_ (і(тѵ) 

и, следовательно, для любого момента времени х, 0 < х < -Ьоо^ 
имеем 

I Р(і)<И = тѵ. (61.1) 

—оо 

В качестве нижнего предела интегрирования взята мож¬ 
но, конечно, вместо нее взять и любое число а < 0, поскольку 
до момента времени ^ = 0 тело находилось в покое. 

Обратим внимание на то, что с точки зрения классической 
математики, т. е. с точки зрения того понятия интеграла, ко¬ 
торое было нами изучено, равенство (61.1) лишено смыс¬ 
ла: функция Р(і) равна нулю во всех точках, кроме ^ = 0, и по¬ 
тому стоящий в левой части формулы (61.1) интеграл, рас¬ 
сматриваемый как несобственный, равен нулю, в то время как 
правая часть этого равенства не равна нулю. Вместе с тем, ис¬ 
ходя из физических соображений, естественно ожидать, что 
написанное равенство имеет определенный смысл. Это проти¬ 
воречие означает, что мы оказались за пределами возможнос¬ 
ти использования известного нам математического аппара¬ 
та, что необходимо ввести какие-то новые математические по¬ 
нятия. 

Предположим, для простоты, что количество движения, 
которое получило тело, равно единице, т. е. что тѵ = 1. В этом 
случае силу Ріі), действующую на тело, будем обозначать че¬ 
рез 8(0» следовательно, формула (61.1) будет теперь иметь вид 

/8(ОЛ = 1,х>0. (61.2) 
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функция 8(0 называется обычно дельта-функцией ( 8 -функ- 
цией), или функцией Дирака*. 

Чтобы лучше вникнуть в суш;ность вопроса, предположим, 
что на тело действует не мгновенная сила, а что в течение про¬ 
межутка времени от —е до О (е > 0) на тело действует некоторая 
постоянная сила, которую мы обозначим через 8Д0- Предпо¬ 
ложим также, что эта сила сообш,ает нашему телу то же самое 
количество движения, равное единице. Короче говоря, рас¬ 
пределим искомую силу 8 (і) на интервал длины е. Найдем си¬ 
лу 8 Ді). 

По закону Ньютона для любого времени х > 0 имеем 


I = 1. 

—со 

Так как сила 82 (^) равна нулю вне отрезка [-е, 0], а на этом от¬ 
резке постоянна, то 


1=1 = I = е 8 ,(і), -е < ^ < 0. 

Поэтому 

- , если -е < і < о, 
е 

о, если і<— еили^> 0 . 



(61.3) 


Естественно предположить, что мгновенная сила 8 (^) полу¬ 
чается из «распределенной силы» 8 Ді) предельным переходом 


при е ^ о, т. е. 
тогда 


8 (^) = 


8(0 = Иш ЬАі), 

Е ->0 

I -Ьоо, если ^ = о, 
1 о, если і ^ 0. 


(61.4) 


Эта формула не дает нам возможности, используя извест¬ 
ные определения интеграла (собственного или несобственно¬ 
го), получить формулу (61.2). Равенство нулю функции во 
всех точках, кроме одной, где она равна бесконечности, и од¬ 
новременное равенство интеграла от этой функции единице 
противоречат друг другу в рамках той математики, которая в 
настояш,ее время называется классической. Это приводит к 
мысли о необходимости введения нового определения — опре¬ 
деления «интеграла» (61.2). 


* П. Дирак (1902—1984) — английский физик. 
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Физически естественно считать, что количество движе¬ 
ния, приданное телу мгновенной силой 8(і)> т. е. интеграл 
(61.2) является пределом количества движения, приданного 
телу распределенными во времени силами когда время 

их действия стремится к нулю, т. е. когда е ^ 0. Поэтому по¬ 
ложим, по определению, 

I ЬЦ)(И = Ііт I X > 0. 

— ОО Е > о _оо 

т 

Отсюда, в силу равенства | = 1, х > 0, для всех е > 0 и 

следует непосредственно равенство (61.2). 

Таким образом, когда говорится, что интеграл (61.2) от 
дельта-функции равен единице, то этот интеграл следует по¬ 
нимать как предел соответствующих обычных интегралов от 
8;;-функций при е ^ -ЬО. 

Оказывается полезным дать аналогичным образом опреде¬ 
ление и более общих «интегралов», а именно интегралов вида 

I ЫШті, -оо<х<+оо, (61.5) 

—со 

где ЯО — некоторая непрерывная функция. Именно, опреде¬ 
лим символ (61.5) равенством 


I 8(х)Я0сг^ = Ит I 8Я0Я0Л. (61.6) 

-со Е —> о —ос 


Чтобы доказать, что это определение корректно, надо до¬ 
казать, что предел (61.6) всегда существует. Покажем, более 
того, что 


Ит [ 

с _^ П . 


ДО) при X > о, 
о при X < 0. 


(61.7) 


Пусть сначала х > 0. Используя (61.3), получим 


I ь.ішті - яо) 



< і I т-гі0)\(И. 

-е 



(61.8) 


в силу непрерывности функции Я^) при х = 0, для любого т) > 0 
существует такое > 0, что для всех і, удовлетворяющих усло¬ 
вию |і| < выполняется неравенство 

ІЯі)-Я0)| <л. 
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Поэтому для всех е < из неравенства (61.8) следует, что 


I - /(0) 



I 


-е 


ёі = г\. 


Так как р > 0 — произвольное число, то равенство (61.7) 
при X > о доказано. Епхе проще оно доказывается при х < 0. 
Итак, из определения (61.6) следует, что для любой непрерыв¬ 
ной функции /(і) справедлива формула 


I Ъ{і)І{і)ёі 


/(0) при X > о, 
о при X < 0. 


(61.9) 


Формула (61.2) следует отсюда при /(0 = 1. Если положить 


т= 


1 при і>0, 
о при ^ < о. 


(61.10) 


то формула (61.9) при /(^) = 1 перепишется в виде 


Ѳ(0= 1 Ъіі)ёі. (61.11) 

—оо 


функция Ѳ(і) имеет специальное название — она называется 
функцией Хевисайда*. Вычисляя производную функции Ѳ{і) 
согласно классическому определению производной, из (61.10) 
получим 





оо при 
о при 


і = о, 

і ^ 0. 


(61.12) 


На основании этого было бы неверно утверждать, что Ѳ'(і) явля¬ 
ется дельта-функцией, так как одной лишь формулой (61.4) 
функция 8(^) не определяется, поскольку даже физически ясно, 
что только из этой формулы не может следовать, что сила Ъ{і) 
сообщает рассматриваемому телу именно единичное количество 
движения. Однако удобно положить, по определению. 


ѲЧО = 8(^). 


Это помимо равенства (61.12) оправдывается тем, что в этом 
случае сохраняется основная формула интегрального исчисле¬ 
ния, восстанавливающая функцию по ее производной — фор¬ 
мула Ньютона—Лейбница. Действительно, теперь формула 
(61.11) может быть переписана в виде 


Ѳ(0= I 


(отметим, что Ѳ'(— оо) = 0). 


-оо < X < -1-00 


* О. Хевисайд (1850—1925) — английский физик. 
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Заметим, что мы не дали четкого математического опреде¬ 
ления самой функции 8(0 как функции точки (выше отмеча¬ 
лось, что формула (61.4) не является таким определением); 
это вообш;е невозможно сделать, так как дельта-функция яв¬ 
ляется понятием другой природы. Была же определена не 
функция 8(і), а «интеграл» (61.5). Это не случайно. Характер¬ 
ным для многих задач физики является то обстоятельство, 
что вводимые для описания того или иного объекта функции 
имеют смысл лишь постольку, поскольку непосредственный 
физический смысл имеют некоторые интегралы от этих функ¬ 
ций. Обобш,енные функции и возникают как некоторое обоб- 
ш,ение семейств интегралов от произведения двух функций, 
одна из которых фиксирована, а другая может выбираться 
произвольно из некоторой совокупности. 

Итак, нами определено новое понятие — понятие интеграла 
от дельта-функции (и даже более обш,ее понятие интеграла от 
произведения непрерывной функции на дельта-функцию). Это 
не обычный интеграл, т. е. не предел интегральных сумм, а пре¬ 
дел соответствуюш,их интегралов, или, образно выражаясь, 
«предел пределов интегральных сумм». Иначе говоря, для опре¬ 
деления интеграла | Ъ{х)^{х)(іх, надо к предельному переходу, 

—оо 

даюш,ему значение интеграла | Ъ^^х)^{х)йх, добавить еш;е один 

предельный переход при е ^ 0. Здесь наблюдается своеобразная 
аналогия с определением несобственного интеграла исходя из 
известного определения интеграла, мы с помош;ью дополнитель¬ 
ного предельного перехода получаем новое математическое по¬ 
нятие. Конечно, дополнительные предельные переходы в этих 
случаях различны, это приводит к различным понятиям. 

При новом определении символа (61.5) мы находимся в кру¬ 
ге привычных нам математических определений, расширяю- 
ш;их запас понятий, с которыми имели дело раньше; нам уда¬ 
лось выявить одно интересное свойство дельта-функции 8(і) (см. 
(61.9)): она ставит в соответствие каждой непрерывной функции 
/(і) число /(0), т. е. дельта-функцию можно рассматривать как 
функцию, определенную на множестве всех непрерывных функ¬ 
ций. Отображения, области определения которых представляют 
собой некоторые множества функций, называются функциона¬ 
лами (ср. с определением 9 в и. 60.8). Дельта-функция является 
одним из простейших примеров функционалов. Обобш;енными 
функциями, которые упоминались в начале этого пункта, назы¬ 
ваются функционалы определенного вида (см. и. 61.2). 
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Как мы видели, свойства дельта-функции определяются 
свойствами функций 8^(х). Если взять е = 1/п, п = 1, 2, ... , то 
получится последовательность функций, которая, как и анало¬ 
гичные ей в определенном смысле, называется дельта-последо¬ 
вательностью (точное определение дельта-последовательностей 
будет дано ниже: см. упражнение 7 в п. 61.3). Всякая дель¬ 
та-последовательность может служить для определения свой¬ 
ства (61.9) дельта-функции. Следует отметить, что мы уже 
встречались раньше с дельта-последовательностями: примером 
такой последовательности является последовательность ядер 
Фейера Ф„(п), п = 1, 2, ... . Однако мы не акцентировали вни¬ 
мания на последовательностях такого рода, поскольку они, не 
являясь самостоятельным объектом изучения, играли вспомо¬ 
гательную роль. 

Теперь перейдем к систематическому изучению обобш,ен- 
ных функций. Отдельные обобш;енные функции возникли 
первоначально в работах П. Дирака и других физиков в каче¬ 
стве символического способа описания определенных физиче¬ 
ских явлений. Для использования этих понятий в теоретиче¬ 
ских исследованиях возникла необходимость создания теории 
обобш,енных функций, что и было сделано. Теория обобш;ен- 
ных функций является весьма полезным математическим ап¬ 
паратом. С ее помош;ью удалось решить ряд задач, не подда¬ 
вавшихся решению старыми методами. Ныне обобш,енные 
функции широко применяются как в прикладных, так и в 
чисто математических исследованиях. 

В следуюш;их пунктах этого параграфа будут изложены 
основы обш,ей теории обобш;енных функций, построенной 
С. Л. Соболевым* и Л. Шварцем. 

61.2. Линейные пространства со сходимостью. 
Функционалы. Сопряженные пространства 

Определение 1. Пустъ X — некоторое множество и пустъ в 
совокупности всех последователъностей {х„} его элементов 
выделен некоторый класс последователъностей, названных 
сходящимися, и каждой сходящейся последователъности 
поставлен в соответствие элемент х е X, называемый ее 
пределом. 


* С. Л. Соболев (1908—1989) — советский математик. 
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Если при этом выполняются три условия: 

1) каждая последовательность элементов множества X 
может иметь не более одного предела', 

2) всякая последовательность вида {х, х, х, ... , х, ...} яв¬ 
ляется сходящейся, и ее пределом является элемент х', 

3) всякая подпоследовательность сходящейся последова¬ 
тельности также является сходящейся и имеет тот же 
предел, что и вся последовательность', 

то множество X называется пространством со сходимо¬ 
стью. 

Условия 1), 2) и 3) называются аксиомами Фреше. 

Если X является пределом последовательности {х^}, то, как 
обычно, пишут 

X = Ііт х„. 

Л ^оо “ 

Определение 2. Линейное пространство X называется ли¬ 
нейным пространством со сходимостью, если оно является 
пространством со сходимостью, относительно которой 
операции сложения элементов пространства и умножения 
их на число являются непрерывными. 

Это означает, что для любых сходящихся последователь¬ 
ностей {х^} и {г/^} элементов из X, имеющих своими пределами 
соответственно хе Хиуе X, и любых чисел Я и р последова¬ 
тельность {Я,х„ -Ь цг/„} также сходится и 

{Хх„ -Ь рі/„} = Хх + ру. 

Кроме того, если {Я,„} — числовая последовательность и 
Ііт = X, то Ііт Х.х = Хх для любого х е X. 

Л ^ оо л ^ 

Примером линейных пространств со сходимостью являют¬ 
ся нормированные линейные пространства; однако существу¬ 
ют линейные пространства со сходимостью, в которых нельзя 
ввести норму, порождающую заданную сходимость последова¬ 
тельностей. 

Важным для дальнейшего является понятие линейного 
функционала на пространстве со сходимостью, с которым мы 
встречались в частном случае линейных нормированных про¬ 
странств (см. п. 41.6 и 60.8). 

Определение 3. Отображения линейного пространства X во 
множество действительных чисел К (или во множество 
комплексных чисел С) называются функционалами, опреде¬ 
ленными на этом пространстве, или функционалами над 
этим пространством. 
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Значение функционала / в точке х линейного пространства 
X обозначается через (/, х), т. е. так же, как скалярное произ¬ 
ведение элементов / и х в линейном пространстве X со скаляр¬ 
ным произведением. Это обозначение оправдывается, в част¬ 
ности, тем, что скалярное произведение {у, х) при фиксиро¬ 
ванном элементе у является функционалом, определенным на 
указанном пространстве X. 

Определение 4. Пустъ X — линейное пространство. Функцио¬ 
нал, определенный на этом пространстве, называется ли¬ 
нейным {точнее, линейным однородным), если для любых эле¬ 
ментов X & X, у & X и любых чисел %, ц выполняется условие 

(/, Хх + ру) = Х (/, х) -Ь р (/, у). 

Определение 5. Функционал /, определенный на линейном 
пространстве X со сходимостью, называется непрерывным, 
если для любой сходящейся последовательности х^ е X, 
Ііт х^ = X, выполняется условие 

Ііт^ (/, х„) = (/, X). 

Функционалы, как и всякие числовые функции, можно 
складывать, умножать друг на друга, в частности на число. 
Например, если / и ^ — функционалы, то значение функци¬ 
онала а/ -Ь (3^ (а и Р — числа) определяется в точке х е X по 
формуле 

(а/ -ь Рё’, л:) = а (/, х) -ь р {§, х). 

Л Е М М А 1. Л^ннейкые непрерывные функционалы образуют 
линейное пространство. 

Доказательство. Пусть / и ^ — линейные функционалы, 
а и Р — числа. Покажем, что а/ -Ь Рй' — также линейный 
функционал: 

(а/ -ь Р§-, Хх + ру) = а(/’, Хх -ь ру) -ь Р(^, Хх + ру) = 

= а[Я (/, х) -ь р (/, у)] -ь Р[Я, {§, х) 4- р {§, у)] = 

= X [а(/, х) -ь Р(^, х) -ь р [а (/, у) + Р {ё, у)] = 

= Я, (а/ -ь р§-, х) -ь р (а/ -ь р^-, у), 

т. е. а/ -Ь Р^ — линейный функционал. 

Пусть теперь / и ^ — непрерывные функционалы. Пока¬ 
жем, что тогда и а/ -Ь Рё’ — также непрерывный функционал. 
Пусть Ит х„ = X. Тогда 

д ^ оо 

^1^ (а/ + Р^, х„) = Ііт^ [а (/, х„) + р (^, х„)] = 

= а Ит (/, х„) -ь р Ит {ё, х„) = а (/, х) -ь Р (ё, х) = (а/ -ь Р^, х). 

ТІ —^ П —^ 
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Таким образом, во множестве линейных непрерывных 
функционалов естественным образом определены операции 
их сложения и умножения на число. Выполнение для этих 
операций аксиом линейного пространства проверяется безо 
всякого труда. □ 

Любой функционал /, как и всякий линейный оператор 
(см. п. 58.1), отображает нуль в нуль. 

Функционал, принимающий на всех точках пространст¬ 
ва значение нуль, называется нулевым функционалом. 

Отметим, что если линейный функционал принимает на 
всех точках пространства одно и то же значение, то это значе¬ 
ние равно нулю. Иначе говоря, кроме нулевого, не существует 
никакого другого линейного функционала, принимающего од¬ 
но и то же значение на всех точках пространства. 

В самом деле, если для всех х е X имеет место равенство 
/(х) = с, то, в частности, с = ДО) = 0. 

В линейном пространстве линейных непрерывных функ¬ 
ционалов пространства X понятие сходимости последователь¬ 
ностей определяется следующим образом. 

Определение 6. Последовательность функционалов п = 
= 1, 2, ... , называется сходящейся к функционалу /, если 
последовательность значений функционалов Д сходится в 
каждой точке х & X к значению в ней функционала Д иначе 
говоря, если для любого элемента х е X числовая последова¬ 
тельность х)} сходится к числу (/, х). 

Таким образом, утверждение Ит /„ = / равносильно ут- 

П —> ОО ''' 

верждению 

Ит (/■„, х) = (/, х) для всех х е X. 

Л ^ СО 

При таком определении сходимости функционалов опера¬ 
ции их сложения и умножения на число непрерывны (это непо¬ 
средственно следует из линейности функционалов и из свойств 
пределов числовых последовательностей), и, следовательно, ес¬ 
ли ввести понятие сходимости функционалов согласно опреде¬ 
лению б, то будет справедливым следующее утверждение, кото¬ 
рое мы сформулируем в виде отдельной леммы. 

ЛЕММА 2. Линейные непрерывные функционалы, определен¬ 
ные на пространстве со сходимостью, также образуют ли¬ 
нейное пространство со сходимостью. 

Определение 7. Линейное пространство со сходимостью, 
элементами которого являются линейные непрерывные 
функционалы, определенные на пространстве X, называет¬ 
ся пространством, сопряженным X. 
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Как мы знаем, в случае гильбертовых пространств (см. 
п. 60.8) сопряженное пространство изоморфно самому про¬ 
странству. В обш,ем случае это не имеет места. 

Пусть X и У — линейные пространства со сходимостью, 
причем каждый элемент пространства X является элемен¬ 
том пространства У, и пусть всякая последовательность е X, 
п = 1, 2, ... , сходящаяся в X к элементу х, сходится к л; и в У. 
В этом случае будем писать 

Хс^У. 

Определение 8. Говорят, что линейный непрерывный функ¬ 
ционал /, определенный на пространстве X с; У, продолжаем 
на пространство У в линейный непрерывный функционал, 
если существует такой линейный непрерывный функцио¬ 
нал Р, определенный на пространстве У, что {Р, х) = (/, х) 
для всех X & X {т. е. Р = ^ на X). В этом случае функционал 
Р называется продолжением функционала /. 

УПРАЖНЕНИЕ 1. Пусть X и У — линейные пространства со сходимо¬ 
стью. Доказать, что если X У и множество X плотно в пространстве У 
(т. е. каждый элемент из пространства У является пределом в этом про¬ 
странстве последовательности элементов из X), то всякий линейный непре¬ 
рывный функционал пространства X, продолжаемый в линейный непре¬ 
рывный функционал пространства У, продолжаем единственным образом. 

Как и для отображений любых линейных пространств для 
пространств со сходимостью имеет смысл понятие линейного 
отображения (линейного оператора) одного пространства со 
сходимостью в другое такое же пространство (см. определение 
7 в п. 58.1). Введем еще понятие непрерывного отображения 
одного линейного пространства со сходимостью в другое. 
Определение 9. Пустъ Х^ и Х^ — два линейных пространст¬ 
ва со сходимостью. Отображение Ф пространства Х^ в Х 2 
называется непрерывным в точке х^ е Х^, если, какова бы 
ни была последовательность х^ е Х^, п = 1, 2 , ... , сходящая¬ 
ся в пространстве Х^ к точке х^, последовательность Ф(х„) е 
е Х 2 , га = 1 , 2 , ... , сходится в Х 2 к элементу Ф(л: 0 ). 

Иначе говоря, отображение Ф является непрерывным в 
точке х^, если из Ііш х„ = х^ следует, что Ііт Ф(х„) = Ф(л:п). 

ц ОО ^ д_^С)0 ^ 

ЛЕММА 3. Если линейное отображение Ф линейного про¬ 
странства со сходимостью Х^ в линейное пространство со 
сходимостью Х 2 непрерывно в нуле пространства Х^, то оно 
непрерывно и всюду в Х^. 
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Доказательство. Пусть X и предел Ип^ = х^‘, тогда 
Ип^ (х^ - Хц) = 0. В силу непрерывности отображения Ф в нуле, 

Ит Ф (х„ - Хп) = 0. 

Л оо ^ 

Так как отображение Ф линейно, то 

Ф(х„ - Хо) = Ф(х„) - Ф(Хо) 

и, следовательно, 

= о, 

откуда 

Ит Ф(х„) = Ф(Хо). 

Таким образом, отображение Ф непрерывно в каждой точке 
X е X. □ 

Определение 10. Отображение Ф линейного пространства со 
сходимостью Х-^ в линейное пространство со сходимостью 
Х 2 называется непрерывным на Х-^, если оно непрерывно в 
каждой точке пространства Х^. 

Для всякого линейного пространства X со сходимостью име¬ 
ют смысл понятие ряда ^ и^, е X, п = 1, 2, ... , сходяіцегося 

П = 1 

ряда и его суммы. Эти понятия вводятся аналогично случаю ли¬ 
нейных нормированных пространств. Это возможно, поскольку 
в соответствуюіцих определениях из свойств нормы использует¬ 
ся липіь то, что во всяком нормированном пространстве опреде¬ 
лено понятие сходяіцейся последовательности. 

Примеры линейных и непрерывных отображений про¬ 
странств со сходимостью будут даны в пн. 61.6 и 61.7. 

61.3. Определение обобщенных функций. 

Пространства О и О' 

Определим прежде всего основное для нас линейное простран¬ 
ство функций и. Для этого рассмотрим функции, заданные на 
множестве всех действительных чисел К и принимаюіцие комп¬ 
лексные значения. 

Интересуюіцее нас пространство В состоит из бесконечно 
дифференцируемых финитных функций (определение финит¬ 
ных функций см. в п. 55.2). Все финитные функции при естест¬ 
венным образом определенных операциях их сложения и умно¬ 
жения на число образуют линейное пространство, а бесконечно 
дифференцируемые финитные функции (которые мы будем на¬ 
зывать здесь основными) — его подпространство. Введем в этом 
подпространстве понятие сходимости последовательностей. 
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Отѵре/і,е/\енѵ\еЛЛ. Последовательность бесконечно дифферен¬ 
цируемых финитных функций ф„, га = 1, 2, ... , называется 
сходящейся к бесконечно дифференцируемой финитной функ¬ 
ции ф, если-. 

1) существует отрезок [а, Ь], вне которого все функции 
ф„, га = 1,2,...,иф обращаются в нуль*; 

2) на этом отрезке последовательность функций ф„, га = 


= 1, 2, ... , и последовательности всех их производных ф^**, 
га = 1, 2, ... , равномерно сходятся соответственно к функ¬ 
ции Ц) и к ее производным ф(*), к = \, 2 , ... . 

Совокупность бесконечно дифференцируемых финитных 
функций с введенной операцией предельного перехода явля¬ 
ется линейным пространством со сходимостью. Это непосред¬ 
ственно следует из свойств пределов функций и свойств равно¬ 
мерно сходящихся последовательностей. 

Определение 12. Пространство бесконечно дифференци¬ 
руемых финитных функций с введенной сходимостью назы¬ 
вается пространством П основных функций. 

Очевидно, что если ф е 1), то и любая производная функ¬ 
ция ф принадлежит пространству П. 

Заметим еще, что если {ф^} сходится к ф в 1), то и последо¬ 
вательность {ф^**} производных любого порядка к = 1, 2, ... 
сходится к ф^** в и. Это непосредственно следует из определе¬ 
ния сходимости в пространстве П. 

Тривиальным примером функции пространства В являет¬ 
ся функция, равная нулю на всей оси, менее тривиальным 
функция (рис. 19) 


ф(х) 



^-а^/{а^ - х^) 

о. 


если |л:| < а, 
если ІхІ > а. 


(61.13) 



УПРАЖНЕНИЯ. 2. Доказать, что 
функция (61.13) бесконечно диффе¬ 
ренцируема на всей числовой оси (ср. 
с (33.25)). 

3. Доказать, что для того чтобы для 
функции ф е Л существовала функция 

ф е Л такая, что ф = \і/, необходимо и 

- 1-00 

достаточно, чтобы | = 0. 

—СО 


* Отрезок [а, Ь] содержит носители всех функций ф, ф^, га = 1, 2, ... . 
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Определение 13. Всякий линейный непрерывный функцио¬ 
нал Д определенный на В, называется обобщенной функцией. 

Определение 14. Функция /, определенная на всей действи¬ 
тельной оси, называется локально интегрируемой, если она 
абсолютно интегрируема на любом конечном отрезке. 

Если / — локально интегрируемая функция, а ф е В, ю 
произведение /ф абсолютно интегрируемо на всей оси. Дей¬ 
ствительно, пусть вирр ф с [а, Ь] (определение носителя вирр ф 
функции ф см. в п. 55.2); функция ф, очевидно, ограничена: 
|(ф(л;)| < С, -ОО < X < -ЬОО^ поэтому 

I |Ях)ф(л;)|с?л; = I |/(л:)ф(х)|с?л: < С | \^'(х)\дх <+оо, 

-оо а а 

так как функция / абсолютно интегрируема на отрезке [а, Щ. 

Определим для локально интегрируемой функции / функ¬ 
ционал (/, ф) на В равенством 

(/, ф)= I ]'{х)Ц){х)дх. (61.14) 

—оо 

Этот функционал линеен и непрерывен. Линейность очевид¬ 
на; докажем непрерывность. Пусть Ііт ф„ = ф в П. Тогда су- 

;г ^ оо ' “ 

ш,ествует такой отрезок [а, Щ, что для всех п = 1, 2, ... , имеют 
место включения вирр ф„ с [а, Щ и внрр ф с [а, &]; поэтому 

-Ьоо 

К/, ф) - (/ - ф„)| < I |/(л:)||ф(л:) - Ф„(л;)|сгл; = 

—со 

Ь Ъ 

= \ |/(л:)||ф(л:) - ф„(х)|сгл: < вир |ф(х) - ф„(л:)| | \1{х)\дх ^ О 

а [а, Ь] а 

при п ^ ОО, так как в силу определения сходимости в про¬ 
странстве В имеем 

Ит вир |ф(л:) - ф„(л:)|= 0. 

Таким образом, всякой локально интегрируемой функции 
/(х) соответствует обобіценная функция (/, ф)*, в этом смысле 
всякую локально интегрируемую функцию можно рассматри¬ 
вать как обобш,енную функцию. Как мы знаем, не суіцествует 
линейного функционала, принимаюіцего одно и то же значе¬ 
ние, не равное нулю, на всех точках пространства (см. п. 61.2). 


* В этом случае говорится также, что обобщенная функция (Д ф) по¬ 
рождается функцией /. 
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Постоянной обобщенной функцией с (в частности, нулевой) 
называется обобщенная функция, порожденная локально ин¬ 
тегрируемой функцией /(х) = с, -оо < X < Ч-оо. Таким образом, 
для любой основной функции ф имеет место равенство 

(с, ф) = I сф(х)(іх = с I і^{х)(іх. 

—со —оо 

УПРАЖНЕНИЕ 4. Доказать, что две непрерывные на числовой оси 
функции различны тогда и только тогда, когда различны порожденные 
ими обобщенные функции. 

Иногда обобщенные функции обозначаются символом Цх). 
Это обозначение чисто символическое; оно отнюдь не обозна¬ 
чает значения обобщенной функции в точке х & К, а отражает 
лишь тот факт, что обобщенные функции являются в указан¬ 
ном выше смысле обобщением обычных (локально интегри¬ 
руемых) функций; никакое значение обобщенной функции в 
точке X здесь не подразумевается. Для обозначения значения 
обобщенной функции / в точке ф = ф(л:) пространства В наряду 
с записью (/, ф) употребляется также запись 

Ч-со 

I ^'(x) ([>(х)с1х. (61.15) 

—со 

Таким образом, по определению, 

+00 

I ^(х) (р(х)ах = (/, ф). 

—оо 

Это равенство является определением символа (61.15), кото¬ 
рый формально читается как «интеграл от произведения / на 
ф». Эта запись отражает собой тот факт, что обобщенные 
функции являются обобщением функционалов (61.14), где 
/ — локально интегрируемая функция. 

УПРАЖНЕНИЕ 5. Доказать, что функционал ѵ. р. | йх, ф е Л, яв- 

—ОО 

ляется обобщенной функцией ^она обычно обозначается Я - 

В качестве другого примера обобщенной функции рассмот¬ 
рим функционал, который обозначается 8 = 8(х) и называется 
8-функцией (см. и. 61.1). 

Определение 15. Функционал, определяемый формулой 

(8, ф) = ф(0), ф 6 Л, 
называется Ъ-функцией. 

Его линейность и непрерывность легко проверяются. Он не 
может быть представлен в виде (61.14) ни при какой локально 
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интегрируемой функции /. Действительно, если бы нашлась 
такая локально интегрируемая функция /, что 

+00 

(8, ф) = I /(х) і^{х)сіх, ф е 

—оо 

то для этой функции / и для функции ф, заданной формулой 
(61.13), мы имели бы 

I/(х) ф(л;)с?;с = I /(х) ф(л:)с?л: = ф( 0 ) = - . (61.16) 

-а -оо ® 

Но, в силу абсолютной интегрируемости функции /, 

Ііш [ \^{х)\(іх = О 

« ^ о -а 

(почему?). Далее, замечая, что < ^ , -а < х < а, по¬ 

лучим 

I /(х) ф(х)<іх = I Дх) ^ “ I |Я^)Мл:, 

-оо -а -о 

поэтому левая часть равенства (61.16) при а ^ О стремится к 
нулю, а правая нет. Полученное противоречие и доказывает 
наше утверждение. Таким образом, запас обобіценных функ¬ 
ций в указанном смысле больше, чем запас обычных. 

Определение 16. Функционал, ставящий в соответствие 
каждой функции ф е Н число ф(х 0 ), где Хр фиксировано, назы¬ 
вается Ъ-функцией и обозначается 8 (х - Хд). 

Применяя запись (59.15), можно написать 
I 8 (х - Хр) ф(х)с?х = ф(х 0 ), ф е П. 

—оо 

Определение 17. Совокупность обобщенных функций, как и 
всякая совокупность функционалов, определенных на линей¬ 
ном пространстве со сходимостью (см. и. 61.2), образует 
линейное пространство со сходимостью, сопряженное к П. 
Оно называется пространством обобщенных функций и обо¬ 
значается О'. 

Таким образом, сходимость последовательности обобіцен¬ 
ных функций Д,/г = 1 , 2 , ... ,к обобщенной функции / означа¬ 
ет, что 

Ф) = (/■> Ф) 

для любой функции ф е П. 
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Задача 7. Пусть е В', п = 1, 2, ... , и пусть для любой функции 
ф е П существует предел числовой последовательности ф). Положим, 
Дф) = Ііт (/ , ф). Доказать, что Дф) является обобщенной функцией. 

п ^ оо 

В п. 61.1 были рассмотрены функции 8|,(х), которые, оче¬ 
видно, локально интегрируемы. Мы видели, что они обладают 
тем свойством, что для любой непрерывной на всей оси функ¬ 
ции ф и, следовательно, для любой функции ф е Л 

Ііт (8р, ф) = Ііт [ 8„ (х) ф(л:)(іл: = ф (0) = (8, ф). 

Е-> +0 Е-> +0 _Іо 

С точки зрения обобш;енных функций это означает, что в В' 

Ііт 8„ = 8. 

Е^+О 

Таким образом, 8-функция в пространстве В' является пре¬ 
делом последовательности обобш;енных функций, порожден¬ 
ных локально интегрируемыми функциями. 

УПРАЖНЕНИЯ. 6. Найти предел С08 пх в пространстве В'. 

7. Пусть последовательность абсолютно интегрируемых функций /„(ж), 
п = 1, 2, ... , такова, что: 

а) каково бы ни было число М > 0 при |а| < М, |ЬІ < М, величины 

ь 

I /Дж)йх|, п = 1, 2, ... , 

I а I 

ограничены постоянной, не зависящей от а, Ь, п (она зависит только от М); 


б) при любых фиксированных атлЬ, отличных от нуля. 



о при а<Ь<0и0<а<Ь, 
1 при а <0 < Ь. 


Такие последовательности /„(ж) (рис. 20) называются дельта-последова¬ 
тельностями . 



Доказать, что для любой непрерывной 
функции ф и любой дельта-последователь¬ 
ности 4(ж), л = 1, 2, ... , 

-Ьсо 

\ /пМ = Ф(0); 

—ОО 

иначе говоря, 

Ф) = Ф)- 

8. Пусть /Дж) = Доказать, что в про- 

странстве В' справедливо равенство Ііт /Дж) = 

(->-Ю 

= 5(ж). 
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9. Доказать, что в пространстве В' существует предел Ііт — 
^ ^ И что справедливы формулы 


он обо¬ 


значается 


л: ± гО 


= + гл5 + Я- 

X ± іО X 


(они называются формулами Сохоцкого*). 


Задача 8. Доказать, что всякая обобщенная функция является 
пределом обобщенных функций, порожденных локально интегрируемы¬ 
ми функциями. 

В этом смысле пространство обобщенных функций является «попол¬ 
нением» пространства обычных (локально интегрируемых) функций. 

Как мы видели, понятие обобщенной функции не сводится 
к понятию функции точки, и поэтому говорить о значении 
обобщенной функции в данной точке, в частности обращении 
ее в нуль в этой точке, вообще говоря, не имеет смысла. Одна¬ 
ко можно ввести естественное понятие обращения в нуль обоб¬ 
щенной функции на интервале. 

Определение 18. Будем говоритъ, что обобщенная функция / 
обращается в нуль на интервале (а, Ь), если (/, ф) = О для 
всех ф 6 і), которые имеют носитель, содержащийся в ин¬ 
тервале (а, Ъ). 

УПРАЖНЕНИЕ 10. Доказать, что для того чтобы непрерывная функ¬ 
ция обращалась в нуль в каждой точке интервала, необходимо и доста¬ 
точно, чтобы она обращалась в нуль на этом интервале как обобщенная 
функция. 

Определение 19. Обобщенные функции і и § называются рав¬ 
ными на интервале (а, Ь), если / - § = О на (а, Ь). 


61.4. Дифференцирование обобщенных функций 

Определим теперь производную обобщенной функции. Выяс¬ 
ним прежде всего, что представляет собой производная обыч¬ 
ной непрерывно дифференцируемой на всей числовой оси 
функции /, рассматриваемая как функционал (/', ф) на Б. Это 
имеет смысл, поскольку производная будучи непрерывной 
на всей числовой оси, является локально интегрируемой 
функцией. 


* Ю. Сохоцкий (1842—1929) — русский математик. 
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Интегрируя по частям, в силу финитности функции ф е I), 
получим 

(/', ф) = I /'(х) ф(х)с?х = - I /(х) ф'(л:)с?л: = - (Д фО, (61.17) 

—со —со 

причем, как известно, ф' е В. Таким образом, производная 
является функционалом на В, значения которого выражают¬ 
ся через значения функции /, рассматриваемой как функцио¬ 
нал, с помощью формулы (61.17). Это делает естественным 
следующее определение. 

Определение 20. Производной обобщенной функции / называ¬ 
ется функционал на В, обозначаемый и определяемый ра¬ 
венством 

(Г, ф) =-(Д ФО, ф е 7). (61.18) 

Иначе говоря, значение функционала в любой точке ф 
пространства В равно значению функционала / в точке ф' е В, 
взятому с противоположным знаком. 

Таким образом, любая обобщенная функция имеет произ¬ 
водную. Отсюда следует, что и любая локально интегрируемая 
функция имеет в смысле определения 20 производную! 

Из формулы (61.17) следует, что производная в обычном 
смысле непрерывно дифференцируемой на всей числовой оси 
функции, рассматриваемая как функционал над В, совпадает 
с ее производной в смысле обобщенных функций. 

Операцию вычисления производной обобщенной функции 
называют по аналогии со случаем обычных функций диффе¬ 
ренцированием . 

ЛЕММА 4. Функционал является линейным непрерывным 
функционалом и, следовательно, обобщенной функцией. 

Доказательство. Проверим линейность: 

(/', Я,ф + ц\і/) = -(/', (Я,ф + ц\і/)0 = -(/, Я,ф' + ц\і/0 = 

= -Я (Д фО - ц (Д \|/0 = Я (Д, ф) -Ь ц(Д, \|/), ф 6 И, \|/ 6 В. 

Для того чтобы проверить непрерывность функционала Д 
вспомним, что если ф е 7), ф^^ е 71, й = 1, 2, ... , и ^іт ф^^ = ф 

в В, то, в силу определения сходимости в пространстве В, 
и ^іт фД = ф' в 71; поэтому, если ф^ ^ ф в 71, то ^Ііт (/', ф^^) = 

^ ‘Р'*) = “(А ФО = Ф)- 

к —^ 

Таким образом, если / е 71', то Д всегда существует и 
Д 6 В'. □ 
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Производные высших порядков обобщенной функции опре¬ 
деляются последовательно, как и для обычных функций: 

Г = (ГГ, Г" = (ГГ, 

вообще 

/(А) = (/(/.-!))', /г = 1,2, ...,/(0) = /. 

По индукции легко проверить, что 

(/да, ф) = (-!)*(/, фда), ф е П, /г = 1, 2 , ... . 

Согласно этому определению, обобщенные функции имеют 
производные любых порядков, или, как иногда говорят, бес¬ 
конечно дифференцируемы. 

Наряду с обозначениями производных обобщенных функ¬ 
ций / символами /', /(*) употребляются равнозначные обозна- 

Примеры. 1. Пусть 

] 1, если х>0, 

1 о, если х < 0. 

Функция Ѳ(х) называется функцией Хевисайда (см. (61.10)) 
или единичной функцией. Она локально интегрируема и по¬ 
этому может рассматриваться как обобщенная функция. Най¬ 
дем ее производную. Согласно определению (61.18), 

(Ѳ', ф) = -(Ѳ, фО = - I Ѳ(л:) і^\х)дх = 

—со 

= - I ф'(х)<іх = ф(0) = (8, ф), ф е Л, 

т. е. Ѳ' = 8. 

В смысле обычной производной при любом х ^ 0 имеет мес¬ 
то д'(х) = о, а при X = о производная функции Ѳ(л:) бесконечна: 
Ѳ'(0) = -Ьоо. Поэтому, согласно равенству Ѳ' = 8, иногда гово¬ 
рят, что функция 8 равна нулю всюду на числовой оси, кроме 
точки X = о, где она равна -Ьоо (ср. с п. 61.1). Хотя это выска¬ 
зывание не является логически строгим, так как функция Ди¬ 
рака 8 не есть обычная функция и поэтому нельзя говорить о 
ее значениях в отдельных точках, оно бывает иногда удобным 
при правдоподобных рассуждениях. 

2. В качестве другого примера вычислим производные 
8-функции: 

(8да, ф) = (-1)Д8, фда) = (-1)*фда (О). 
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УПРАЖНЕНИЯ. 11. Пусть / и ^ — обобщенные функции, А, и ц — числа. 
Доказать, что (А./ + (!§■)' = А./' + \ 1 §', т. е. что оператор дифференцирования 
является линейным оператором на множестве обобщенных функций. 

12. Доказать, что в пространстве обобщенных функций: 

а) \х\' = 8І§п х; 

I X, если X > О, 

б) ~ “ [ О, если X < 0. 

13. Доказать, что + А,^ Ѳ(х) = 5(х). 

14. Доказать, что Ѳ(х)8^п юж ^ 

Г 1 I I ^ Е 

- при |х| < 2 , 

І 5. Если 5,,(х) = ^ I I Е то в пространстве обобщенных функций 

о при |х| > 2 , 

Ит 5„(х) = 5(х) и 5'(х) = + ^/2) - 5(х - е/2) _ 

е^О ь ^ Е 


[ /Дх) при X < x^, 

16. Пусть Дх) = ^ ^ ^ где функции Д (х) и Д (х) непрерыв¬ 

ны и кусочно-непрерывно дифференцируемы на всей числовой оси В 
(следовательно, в частности, существуют пределы /' (Хд + 0)). Найти про¬ 
изводную Д(х) в пространстве О'. 

1 7. Пусть функция /(х) непрерывно дифференцируема на всей числовой 
оси. Найти производную (Ѳ/)' в пространстве В'. 

18. Доказать, что если / — кусочно-непрерывно дифференцируемая 
функция, имеющая в точках х^, ... , х^ разрывы первого рода со скачка¬ 
ми ... ,Ф„, то 

+ Е Рк^ “ ^к)’ 

ах ^ 

где /' — обобщенная, ^ — обычная при х 5^ х^, производная, к = 1,2, ... , п. 

Л Е М М А 5. Пустъ /„ 6 В', ^ & В' и 

Ит /•„ = /•; ( 61 . 19 ) 

уі—^ОО 

тогда и 

„Ііт /;-Г, ( 61 . 20 ) 

т. е. для любой сходящейся в В' последовательности обоб¬ 
щенных функций производная предельной функции равна 
пределу последовательности производных. 

Доказательство. Для любой функции ф е Л имеем 
(Г. ф) - ф) = [(Д фО - (/„, фО] ^ о при п — оо, так как ф' е Л. □ 
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Последовательно применив лемму 5, получим, что из схо¬ 
димости последовательности обобщенных функций следует 
сходимость последовательностей производных всех порядков 
обобщенных функций рассматриваемой последовательности. 

Можно рассматривать и ряды обобщенных функций 


Е (61.21) 

П = 1 

где 6 В', п = 1, 2, ... . Сумма 

^п= І 

к-1 

называется частичной суммой п-го порядка (п = 1, 2, ...) ряда 
(61.21). Ряд (61.21) называется сходящимся, если ъВ' сущест¬ 
вует предел Ііт 8„ = 8. 

п—^оо^ 

Обобщенную функцию 8 называют суммой ряда (61.21); 
при этом пишут 

оо 

8 = Е “д- 

п = 1 

ЛЕММА 6. Сходящийся ряд обобщенных функций можно по¬ 
членно дифференцировать любое число раз: если 8 = Е то 

П = 1 
оо 

8т = ^ к = 1,2, ... . 

п = 1 

Это следует из леммы 5. 

УПРАЖНЕНИЯ. 19. Доказать, что в пространстве обобщенных функ¬ 
ций В' справедливо равенство 



Е С 08 пх 

Л = 1 


-Ь л Е “ 2Ы). 

к = -оо 


Указание. Воспользоваться формулой (см. пример 3 в п. 55.4) 



8ІП пх 

П 


0<х<2л. 


20. Доказать, что в пространстве В' справедлива формула 
(см. упражнение 5). 


(1п \х\)' 


61.5. Пространство основных функций 5 
и пространство обобщенных функций 5' 

Обозначим через 5 множество всех бесконечно дифференци¬ 
руемых на всей числовой оси комплекснозначных функций, 
которые вместе со всеми своими производными стремятся к 
нулю при X ^ быстрее любой степени 1/х. Иначе говоря. 
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множество 5 состоит из тех и только тех бесконечно диффе¬ 
ренцируемых функций ф, для которых при любых целых не¬ 
отрицательных пжт выполняется условие 

Ііш х" (х) = 0. (61.22) 

л: ^ оо 

Условие принадлежности функции ф к множеству 5 можно 
сформулировать и несколько иначе: бесконечно дифференци¬ 
руемая функция ф принадлежит 5 тогда и только тогда, когда 
для любых целых неотрицательных пжт имеем 

вир |х"ф(™) (х)| = с„ < оо. (61.23) 

-оо<л:< + оо 1/1, /// 

Действительно, если это так, то, заменяя в (61.23) га на п -Ь 1, 
получим |х" + ^ф('”)(л:)| < поэтому 

откуда и следует (61.22). 

Наоборот, если выполнено условие (61.22), то функция 
^пф(;п) имея конечный предел в бесконечной удаленной 
точке оо, будет ограничена на некоторой ее окрестности 1/(оо) = 
= {х : |л;| > а > 0}. Будучи же непрерывной, функция (х) 

ограничена и на отрезке [-а, а] = Д \ 1/(оо). Таким образом, 
функция х"ф(™) (х) ограничена на всей числовой прямой В, и, 
следовательно, для нее существует постоянная удовлет¬ 

воряющая условию (61.23). 

Очевидно, что множество 5 является линейным простран¬ 
ством. При этом если ф е Д, то и любая производная функции 
ф принадлежит пространству 5. 

Определение 21. Последовательность функций фДх) & 8, к = 
= 1, 2, ... , называется сходящейся в 8 к функции ф(х) е 5, 
если для всех целых неотрицательных пит каждая после¬ 
довательность х" (х), к = 1, 2, ... , равномерно на всей 
оси сходится к функции х" ф(™) (х). 

Очевидно, что Ит фь = Ф в 5 тогда и только тогда, когда 

/г —> СО ' 

при любых целых неотрицательных пжт 

^1^ 1^" [ФІ'”’ “ Ф^™^ (^)]| = 0. (61.24) 

Отметим, что если ф^^ ^ ф в 5, то для производных любого 

порядка ф^"*^ ^ ф^"** вД, гаі = 1,2, ... . Линейное пространство Д 
с введенной операцией предельного перехода является линей¬ 
ным пространством со сходимостью. 

Очевидно, что П 8, в частности, последовательность 
функций ф;^ е П, й = 1, 2, ... , сходящаяся в О к функции ф, схо- 
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дится к функции ф и в 5. Вместе с тем 8, так как е е 8, но 

ё В. 

Задача 9. Доказать, что пространство В плотно в 5, т. е. что любая 
функция ф 6 5 является пределом в 5 некоторой последовательности 
функций ё В, к = 1, 2, ... . 

Определение 22. Линейный непрерывный функционал, опре¬ 
деленный на пространстве 8, называется обобщенной 
функцией медленного роста. Множество всех таких функ¬ 
ционалов называется пространством обобщенных функций 
медленного роста и обозначается 8'. 

Каждый функционал / е 8', рассматриваемый только на 
множестве В, является обобщенной функцией, следовательно, 
элемент множества 8' можно интерпретировать как продол¬ 
жение некоторого линейного непрерывного функционала с 
множества В 8 (см. п. 61.2). Например, функционал 8, оп¬ 
ределенный нами в п. 61.3 на пространстве В формулой (8, ф) = 
= ф(0), ф е Н, может быть продолжен с помощью той же фор¬ 
мулы на пространство 5. 

Можно показать, что не всякая обобщенная функция из В' 
продолжаема на 5, в этом смысле можно сказать, что 8' со¬ 
ставляет строгую часть В'. 

УПРАЖНЕНИЕ 21. Доказать, что обобщенная функция, порожденная 
локально интегрируемой функцией е*, не продолжаема в элемент про¬ 
странства 8'. 

Всякая локально интегрируемая функция /(х), для кото¬ 
рой в некоторой окрестности оо справедлива оценка 

|Ял:)|<А|х|* (61.25) 

(Л и /е — неотрицательные постоянные)*, в частности, любой 
многочлен порождает функционал пространства В, продол¬ 
жаемый в линейный непрерывный функционал на 5. Он опре¬ 
деляется формулой 

(/, ф) = I Ях)ф(х)с?х, фе5. (61.26) 

—оо 

Действительно, из условий (61.22) и (61.25) следует, что 
Ях) ф(х) ^ О при X ^ оо быстрее любой степени 1/х и, следо¬ 
вательно, интеграл (61.26) существует. 


* Такие функции называются функциями медленного роста, откуда 
и термин «обобщенные функции медленного роста». 
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Заметим еще, что всякая абсолютно интегрируемая на 
всей числовой оси функция /(х) также порождает по формуле 
(61.26) линейный непрерывный функционал над 5. Действи¬ 
тельно, так как всякая функция ф е 5 ограничена, то в этом слу¬ 
чае существование интеграла (61.26) следует из неравенства 

[ ІДх) ф(х)|с?х < вир |ф(х)| [ |Ях)|(іх. 

-■'оо -оо<х< + оо 

УПРАЖНЕНИЯ. 22. Доказать, что функционал (61.26) линеен и непре¬ 
рывен на пространстве 5 (как в случае, когда функция / медленного рос¬ 
та на бесконечности, так и в случае, когда она абсолютно интегрируема 
на всей числовой оси). 

23. Доказать, что обобщенная функция ^ ^ ^ О' (см. упражнение 9) 

продолжаема в элемент пространства 8'. 

Множество 8' образует линейное пространство со сходимо¬ 
стью, сопряженное с 5 (см. и. 61.2). 

Так как для любой функции ф е 5 будем иметь ф' е 5, то 
для обобщенных функций пространства 8', как и для обоб¬ 
щенных функций из В', можно определить производную по 
формуле 

(Г, ф) = -(А фО, ф е 5. 

Таким образом, для любой обобщенной функции / & 8' произ¬ 
водная всегда существует и А е 8'. При этом на элементе ф е П 
производные обобщенной функции /, рассматриваемые соответ¬ 
ственно как производные в пространствах В' и 8', совпадают. 
Как и в случае пространства В', в пространстве 8' производная 
от предела всегда существует и равна пределу производных. 

Полагая /(" + і) = (/<">)', га = 1, 2, ... , как и для обобщенных 
функций из пространства В', получим 

(/("), ф) = (-1)" (/, ф<")), /е 5', ф 6 5, га = 1, 2 , ... . 

61.6. Преобразование Фурье в пространстве 5 

Каждая функция ф е 5 абсолютно интегрируема. Более того, 
если ф е 5, то при любом к = 1, 2, ... функция х*ф(х) также аб¬ 
солютно интегрируема на всей числовой оси. Действительно, 
так как для функции ф е 5 выполняется условие (61.23), то 

|х(*)ф(х)| < о> 

ф(х)| = |х* + ^ф(х)| < + 2, О’ 

поэтому 

|х(^)ф(х)|< ^^’°^7^Г’° - (61.27) 
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в правой части (61.27) стоит абсолютно интегрируемая на всей 
числовой оси функция; следовательно, по признаку сравнения 
для несобственных интегралов, функция ф(л;) также абсолют¬ 
но интегрируема при всех /г = 0, 1,2, .... Отсюда следует, что для 
функций ф е 5 существует классическое преобразование Фурье 

ф = і^[ф]-^ Г ф(л:) е фе5, (61.28) 

л/2Д —со 

а также обратное преобразование Фурье 

1 +00 

^ ^ [ф] = I ‘Р(у) фей;. 

Классичность преобразования Фурье здесь понимается в том 
смысле, что написанные интегралы являются обычными абсо¬ 
лютно сходящимися интегралами, а не интегралами в смысле 
главного значения (см. п. 56.3). При этом на 5 справедливы фор¬ 
мулы обращения для прямого и обратного преобразования Фурье 
(см. п. 56.5): 

Р[Р^ [ф]] = ф, [Лф]] = ф, ф е 5. (61.29) 

Отметим, что, например, вторая из этих формул в интег¬ 
ральной форме принимает вид 

1 +00 

^ [ф] = I 


ТЕОРЕМА 1. Преобразование Фурье и обратное преобразо¬ 
вание Фурье отображают взаимно однозначно, линейно и 
непрерывно пространство 8 на себя. 

Доказательство. Покажем, что если ф е 5, то и ф е 5. 

Прежде всего, из того, что для каждой функции фей; при 
любом /г = О, 1, 2, ... функция х*ф(х) является, как показано 
выше, абсолютно интегрируемой на всей числовой оси, следу¬ 
ет, согласно теореме 4 из п. 56.10, что преобразование Фурье 
ф = ^'[ф] функции ф существует и представляет собой бесконеч¬ 
но дифференцируемую функцию. 

Оценим теперь функцию |г/"ф<'") (г/)|, где пжт — целые не¬ 
отрицательные числа. Применяя формулы для производной 
преобразования Фурье (см. п. 56.10) и для преобразования 
Фурье производной (см. п. 56.8), получим 


\уП ф(т) = \уп р(т) |-ф]| = \уп р ф]| = 


= |І^[(Х'" ф)(«)]| = 


1 

I (х™ ф (х))(") е^'^Удх 






I [(х™ ф (х))0)|с?х. 
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Заметим, что выражение [(л:™ ф (л:)]("\ в силу правил диф¬ 
ференцирования, представляет собой линейную комбинацию 
выражений вида хр ф*?' (х), где р ид — неотрицательные целые 
и, как это было отмечено выше, ф(®^ е 5. Поэтому (см. (61.27)) 
функции (1 -Ь х^)хР ф^?) (х) ограничены на всей числовой оси, 
следовательно, ограничена и функция (1 + х^) [х™ ф (х)]*"), т. е. 
вир (1-Ь х^) |[(х™ ф (х)](")| < Ч-оо. 

-оо<Х< + оо 

Разделим и умножим теперь получившееся выше подынтег¬ 
ральное выражение на 1 + х^, тогда, принимая во внимание, 

+«= (іу- 

что [ -5 = Л, ПОЛуЧИМ 

-Іо 1 + 

уП ф(т) (у) 

= /5 зир (1-Ь х^) I (х"® ф (х))("^|. (61.30) 

Поскольку справа стоит конечная величина, то ф е 5. 

Итак, преобразование Фурье отображает 5 в 5, при этом 
это отображение взаимно-однозначно (см. лемму 3 п. 56.5). 

Аналогично доказывается и то, что обратное отображение 
Фурье отображает 5 в 5 и притом взаимно-однозначно. 
Таким образом, отображения Р и Р^^ отображают пространст¬ 
во 5 на себя, т. е. являются биекциями. Это сразу следует из 
формул взаимности (61.29) для прямого и обратного преобра¬ 
зований Фурье. 

Действительно, покажем, например, что ^'(»8) совпадает со 
всем пространством 5. Пусть А}/ е 5, положим ф = Р^^ [\|/]. Тогда 

^’[ф] = ' [у]] = у. 

Подобным же образом доказывается и то, что 

= 5. 

Линейность преобразования Фурье отмечалась раньше (см. 
лемму 2 в и. 56.5). 

Докажем теперь непрерывность отображения Р. 

Сначала покажем его непрерывность в нуле. Пусть Ин^ ф^ = 
= о в 5. Тогда из (61.30) следует, что 

\уп(^іт) (у) ^ (1 + ^2) фДх))<">|, к = 1, 2, ... . 


1 . , +°° г/ѵ 

< — вир (1 -Ь хД I (х"» ф (х))<">| I = 

X -со X -і- X 
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Но из (61.24) (при ф(л:) = 0) имеем 

Ит вир (1 + х^) |(л:™ф;^ (л:))(")| = 0; 

поэтому 

Ит вир |і/"фі'"^ (і/)| = о и при п = т = 0 Ит = 0 в 5. 

к —^ СХЭ у /г —> оо 

Поскольку преобразование Фурье является линейным ото¬ 
бражением линейного пространства 5 в себя, непрерывным в 
нуле, оно непрерывно и во всех точках этого пространства (см. 
лемму 3 в п. 61.2). 

Таким образом, преобразование Фурье Р непрерывно ото¬ 
бражает 5 на 5. 

Совершенно аналогично доказывается непрерывность об¬ 
ратного преобразования Фурье Р^^. □ 

61.7. Преобразование Фурье обобщенных функций 

Предварительно докажем одно интегральное равенство. Пусть 
функция / непрерывна и абсолютно интегрируема на всей чис¬ 
ловой оси и пусть ф е 5, тогда 

I (^{х)(іх I ііу) = I | (^{х) е ^^Уйх. (61.31) 

—оо —оо —оо —оо 

Это следует из теоремы 7 п. 54.3. Действительно, повторный 
интеграл, стояш;ий слева, суш;ествует, так как суіцествует ин¬ 
теграл 

4-00 4-00 4-00 4-00 

I |ф(л:) I I |ф(х)|сгл: | \Ку)\(1у- 

—оо —оо —оо —оо 

Если [а, Ь] — произвольный отрезок, то функция /, в силу ее 
непрерывности, ограничена на [а, б] : |/(і/)| < М; поэтому 

ІДу) ф(л:) \ < М |ф(л;)|, а ^ у < Ь. 

4-00 

Отсюда, в силу сходимости интеграла | |ф(у)|(іх, следует равно- 

—оо 

мерная сходимость интеграла /(у) | ф(х) е на отрезке [а, Ь]. 

Далее, |ф(л:)| < Сц о» ^ < +°° (см. (61.23)); поэтому |ф(х) 

4-00 

/(у) е- -іху\ ^ ,о1 Яу)|, И так как интеграл | |/(г/)|с?у сходится, 

то интеграл 

4-00 

ф(^) I Ку) е ^=^Ѵ(1у 

—со 

равномерно сходится на всей оси. 
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Наконец, интеграл 

+ СО +00 +00 +00 

I ах I |ф(х)/(г/) = | |ф(х)|сгх | \КуМу 

—со —оо —со —со 

конечен, поэтому в рассматриваемом случае выполнены все 
условия теоремы 7 п. 54.3 и, следовательно, можно переста¬ 
вить порядок интегрирования. Равенство (61.31) доказано. 

Если функция Е[/] порождает некоторый функционал на 5 
(например, удовлетворяет условию (61.25) или абсолютно ин¬ 
тегрируема на всей числовой оси), то, умножив равенст¬ 
во (61.31) на , получим 
У 2л 

(ЛЛ,ф) = (Д™,фе 5. (61.32) 

Эту формулу и примем за определение преобразования Фурье 
обобш,енных функций из пространства 8'. 

Определение 23. Преобразованием Фурье обобщенной функ¬ 
ции / е 5 называется функционал -?'[/’]» определяемый форму¬ 
лой (61.32). 

Итак, для любой обобщенной функции / из 8' определено 
ее преобразование Фурье Е[/]: значение функционала Е[/] в 
любой точке пространства 5 равно значению функционала / в 
точке -Е[ф] е 5. Преобразование Фурье обобщенной функции 
будем, как и в случае обычных функций, обозначать также и 

символом /. 

Пример 1. Найдем преобразование Фурье единицы, рас¬ 
сматриваемой как обобщенная функция. Очевидно, 1 е 8'. 
Имеем 

^ -|-со 1 -1-00 

(1,ф) = (1,ф)= \ ду-!= \ ф(х) = 

— оо л/^ТГ —оо 


= 


2л 


- 1-00 - 1-00 

I (іу I ф(л:) е^^ѵй - 


= Е-1 (Е(ф))|^^о = ф(ОІі = о = Ф(0) = (8> Ф) 

(мы воспользовались здесь леммой 3 п. 56.5). Таким образом, 

І = 8 . 

Отметим, что преобразование Фурье -^[ф] функции ф е О, 
вообще говоря, не принадлежит пространству В, поскольку 
Е[ф] не всегда является финитной функцией. Поэтому форму¬ 
ла (61.32) имеет смысл не для всех / е В'. Из-за этого обсто- 
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ятельства при рассмотрении преобразования Фурье обобщен¬ 
ных функций нам и пришлось сузить класс обобщенных 
функций, введенных раньше, ограничившись только обоб¬ 
щенными функциями медленного роста. 

Преобразование Фурье обобщенной функции / будем 
обозначать также символом 


1 +00 

[ Ях) е^^^Ѵ(ІХ. 

7^ -іо 


Таким образом, равенство 


—^ \ Дх) е ^^У(іх = і^[/] 

л/ЗТС —со 


(61.33) 


в случае, когда / — обобщенная функция, является определе¬ 
нием символа, стоящего в левой части этого равенства. 

Определив преобразование Фурье для всех обобщенных 
функций из 8', мы, в частности, определили и преобразование 
Фурье для обычных функций /, удовлетворяющих условию 
(61.25), т. е. функций существенно более широкого класса, 
чем это было сделано раньше (см. пп. 56.5 и 60.9*). Это яв¬ 
ляется одним из весьма существенных обстоятельств, оправ¬ 
дывающих целесообразность введения понятия обобщенных 
функций. 

Покажем, что преобразование Фурье обобщенных функ¬ 
ций обладает рядом свойств, аналогичных свойствам класси¬ 
ческого преобразования Фурье, т. е. преобразования Фурье аб¬ 
солютно интегрируемых функций. 

ЛЕММА 7. Преобразование Фурье ^’[/] обобщенной функции 
/ е 5' также является обобщенной функцией класса 8', т. е. 
пп — линейный и непрерывный функционал над простран¬ 
ством 8. 

Доказательство. Проверим линейность преобразования 
Фурье, т. е. покажем, что, какова бы ни была обобщенная 
функция / 6 8', для любых функций ф е 5, \|/ е 5 и любых чи¬ 
сел X и ц справедливо равенство 

(^’[Л, Яф + Хц) = цпп, Ф) + ц(ЛЛ, V). 

Действительно, 

(^’[Л, Я,ф + ц\і/) = (/, ^'[Я.ф + р\і/]) = 

= (/, хр[^] + рад) = ш, Лф]) + ц (У, ад) = 

= X (^’[Л, ф) + р (ЛЛ, у). 
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Проверим непрерывность преобразования Фурье. Пусть 
/ е 5', ф 6 5, ф„ е 8, п = \, 2, , Ііт ф„ = ф и, следовательно 

I ІЯ ^ ОО “ 

(см. теорему 1 п. 61.6), в силу непрерывности преобразования 
Фурье на пространстве 5, 

^Ііт^ ^[Фп] = Лф]- 

Тогда, в силу непрерывности функционала / на 5, получим 
Ііт (Р[Г], ф„) = Ііт (/, ^’[ф„]) = (/, ^'[ф]) = (ЛЛ, Ф]. 

ТІ —7 П —^ 

Итак, мы показали, что если / е 5', то и ^’[Л е 5'. □ 

Естественно определяется и обратное преобразование 
Фурье [Л элемента / е 5' как функционал пространства 8', 
задаваемый формулой 

ЧЛ, Ф) = (Д Чф]), 

Если / — абсолютно интегрируемая непрерывная функ¬ 
ция, это равенство выполняется для нее в обычном смысле. 
Это проверяется так же, как и в случае формулы (61.31). По 
определению, полагается также (ср. (61.33)) 

^ У /(х) = Е ЧЛ- (61.34) 

Как и в случае прямого преобразования Фурье Р, показы¬ 
вается, что если / е 8', то и Е^^[Л ^ З - 

ТЕОРЕМА 2. Преобразование Фурье Р и обратное преобра¬ 
зование Фурье Р^^ отображают линейно, взаимно-однознач- 
но и непрерывно пространство 8' на себя; при этом для лю¬ 
бого элемента / е 5' справедливы равенства 

Р ^[Р[П] = ЧЛ] = А (61.35) 

Доказательство. Докажем сначала формулы (61.35). 
Для любого элемента ф е 5 имеем 

(Е 1 [Е[Л], Ф) = (Р[П, [ф]) = (Д Р[РЛч>]] = (Г, ф). 

Аналогично 

(Е[Е 1 [Л], Ф) = (Е 1 [Л, ^’[ф]) = (/, Р-^ [^’[ф]]) = (Д Ф). 

Покажем теперь, что преобразование Фурье Р отображает 
пространство 8' на все пространство 8' : Р(8') = 8'. Пусть д е 5', 
тогда если / = Е ^ [§■], то Е[Л = Е[Е ^ [^]] = д, т. е. в любой эле¬ 
мент из 8' при преобразовании Фурье Р отображается некото¬ 
рый элемент из 8'. 
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Покажем, что Р взаимно-однозначно. Если е 8', /2 ^ >5' и 
Л/і] = пиъ то и Е ЧЛ/Л = Е ЧЛ/з]]’ откуда, в силу (61.35), 
имеем /і = / 2 - 

Покажем, что отображение Р линейно, т. е. для любых 
обобщенных функций / е 8', § & 5' и любых чисел Я, и ц спра¬ 
ведливо равенство 

р[1г+]х§] = 1Р[Г] + т§]- 

Чтобы убедиться в справедливости этого равенства, проверим 
его для любого, но фиксированного элемента ф е 5': 

{Р[ХГ + іі§], Ф) = (Я/ + ц^, Е[ф]) = Я(/, Е[ф]) + ц(^, Е[ф]) = 

= Х(Р[Г], Ф) + ц(Е[^], ф) = (ЯЕ[Л + ц Р[§], ф). 

Наконец, докажем, что Р является непрерывным отобра¬ 
жением. Действительно, пусть / е 8', Л е 8', п = 1, 2, ... , 
Ит /■„ = / и, следовательно, для любого ф е 5 справедливо ра- 
венство 1і^ (/пФ) = (/» ф)- Тогда 

Ит (Е[/-„], ф) = Ит (/„, Е[ф]) = (/, Е[ф]) = (РЩ, ф). 

П —^ 71 —^ 

Аналогично доказывается, что и Р^^ непрерывно взаимно¬ 
однозначно отображает 8' на □ 

Пример 2. Найдем Е[8] = 8. Имеем 

(8, ф) = (8, ф) = ф(0) = ^ I (ріx)е-^=^У(іx\у^^ = 

1+00 1 Л 


поэтому Е[8] = 1/и, следовательно, Р ^[1] = 8 (заме¬ 

тим, что обратное классическое преобразование Фурье Е ^[1], 
так же как и прямое -^[І], не существуют). С помощью интег¬ 
ралов (61.33) и (61.34) эти формулы можно переписать в виде 


+ 00 -| +СО 

I 8(л:) е = 1, ^ I е^^У(іx = Ъ{у). 

—оо —оо 

Подобным же образом находится и обратное преобразова¬ 
ние Фурье 8-функции: 


отсюда 


Е[1] = Е 1[1]= 8. 
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Используя способ записи, основанный на равенствах 
(61.33) и (61.34), эти формулы можно переписать в виде 

^ I е ^^Усіх = Ъ{у), I Ъі^х) &^У(іх = 1. 

—оо —оо 

Вычислим далее преобразование Фурье производной обоб- 
ш,енной функции и производную от преобразования Фурье. 
Предварительно нам придется ввести понятие произведения 
обобщенной функции / е 5' на обычную бесконечно дифференци¬ 
руемую функцию \|/(л;), обладающую тем свойством, что для лю¬ 
бой ее производной \|/")(л;) существуют постоянные |3„ > О и > О, 
п = О, 1, ... , такие, что для всех х справедливо неравенство 

|У")(х)| < (3„(1 + |х|)“«, я = 0,1,2,...*. (61.36) 

Заметим, что все многочлены удовлетворяют этому условию. 
Если функция \|/ типа (61.36) и ф е 5, то \|/ф е 5. Если 
функция / локально суммируема и удовлетворяет условию 
(61.25), а функция \|/ — условию (61.36), то \|// также удовлет¬ 
воряет условию (61.25) и 

(/, \|/ф) = I /(х) \і/(х) ф(х)сгх = (\|//, ф). 

—оо 

Пусть \|/ удовлетворяет условию (61.36), а / е 8'. Опреде¬ 
лим теперь функционал на 5, равный произведению \|//, фор¬ 
мулой 

(ІІ/У, ф) = (У, \і/ф), ф 6 5. 

Легко проверить, что \|/У е 8'**, т. е. что \|/У является линейным 
непрерывным функционалом, определенным на пространстве 5. 

УПРАЖНЕНИЕ 24. Пусть функция удовлетворяет условию 

(61.36), а обобщенная функция У е 8 '. Доказать, что \і/У е 8 '. 

Докажем в заключение формулы 

Е[уО)] = (іх)"Е[У], (61.37) 

і"ЕО)[у] = іг[х«у], у 6 5'. (61.38) 


* В силу этого условия (при п = 0), можно рассматривать х}/ (х) как 
обобщенную функцию пространства 8' (см. (61.25). 

‘‘Затруднения при определении произведения обобщенных функций 
связаны с тем, что произведение линейных функционалов в обычном 
смысле как произведение функций (т. е. как произведение значений 
сомножителей в каждой точке) не является линейным функционалом. 
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Имеем (см. п. 56.10) 

іпп Ф) = рт = (-1)" (А ^<"*[ф]) = 

= (-1)" (/, ^ Р[х- ф]] = і" (^’[/], X- Ф) = і(іхГ Р[Г], ф), ф е 5. 


Формула (61.37) доказана. 

Докажем (61.38) (см. п. 56.8): 

(РЧП, Ф) = (-1)" (ЛЛ, Ф<">) = (-1)" (Д ЛФ^")]) = 

= (-1)" (/, (іхГ Лф]) = іп д Р [ф]) = Рі^^п, ф]. □ 

Пример 3. Найдем преобразование Фурье функции /(х) = 
= X. Заметив, что -^(І) = 5-7^ (см. пример 1), получим 

Р[х] = Р[x^1] = іР'[1] = і^^ 5\ 

УПРАЖНЕНИЕ 25. Найти преобразование Фурье многочлена. 

При вычислении преобразования Фурье обобщенных функ¬ 
ций иногда удобно выбрать последовательность обычных функ¬ 
ций, стремящихся в пространстве 8' к заданной (обобщенной) 
функции, найти преобразование Фурье членов этой последова¬ 
тельности, а затем вычислить искомое преобразование Фурье 
заданной функции с помощью предельного перехода, исполь¬ 
зуя непрерывность преобразования Фурье. Так, например, для 
того чтобы вычислить преобразование Фурье ^'[Ѳ] функции Хе¬ 
висайда Ѳ(х), найдем сначала преобразование Фурье функции 
Ѳ(х) е ** (і > 0). 


1 

і^[Ѳ(х) е [ е + іу)(1х = 

і 


д-Х{І + іу) 


+ іу) 

Покажем теперь, что в 8' 


+ іу) “ И) 


Ит Ѳ(х) е = Ѳ(х). 

і^+О 


(61.39) 


(61.40) 


Действительно, для каждой функции ф е 5 и любого числа А 
имеем 


|(Ѳ(х), ф(х)) - (Ѳ(х) е ф(х))| = 


I (1 - е ф(х)(іх 






I (1 - е ф(х)с?х + I (1 - е *^) ф(х)<іх 


(61.41) 
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Зафиксируем функцию ф е 5 и какое-либо число е > 0. В силу аб¬ 
солютной интегрируемости функции ф, существует число А > 0, 
такое, что 


I |ф(л:)|сгл: < 2 ; 


тогда 


-(-ии 

I (1 - е **) ф(х)с?л: < I |ф(л:)с?х| 


< 


(61.42) 


Выберем теперь ^ 0 чтобы при 0 < і < было спра¬ 
ведливо неравенство 


(1 


— л іА. 


)| \<^{х)(іх 


< 


и, следовательно, 

|А 


I (1 - е **) ф(х)с?л; < (1 - е | |ф(л:)|с?х < ^ • (61.43) 

Тогда при о < ^ < ^0 из (59.41), (59.42) и (59.43) получим 


|(Ѳ(д;), ф(х)) - (Ѳ(д:) е ф(л:)) 


^ е , е 
^ 2 + 2 


Формула (61.40) доказана. 

В силу непрерывности преобразования Фурье, 

Ііт іі’[Ѳ(л:)е *^] = ВДх)]; 
отсюда и из (61.39) имеем 


(61.44) 


^’[Ѳ(х)] = -^ Ит —Ц, 

Дп 1^+0 у- 

причем из (61.44) следует, что предел, стоящий в правой час¬ 
ти равенства, существует (в пространстве 8'), он обычно обо- 
і 


значается 


у -іО 
Таким образом. 


(см. упражнение 9). 


ЛѲ(х)] = - 


Дл У -ІО' 


УПРАЖНЕНИЕ 26. Найти преобразование Фурье функций x^‘^(x), 
к=1,2, ... . 
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Дополнение 


§62 

Некоторые вопрооы 
приближенных вычиолений 

62.1. Применение формулы Тейлора 
для приближенного вычисления 
значений функций и интегралов 

Для вычисления значений функций очень удобно пользовать¬ 
ся формулой или рядом Тейлора. Поясним это на примерах. 

1. Вычисление значения синуса. Формула Тейлора для 
функции 8ІП X имеет вид 

п ^2к - 1 

8інл: = +г^х), 

где 

= (~1Г (2^га + 1)! ^ О < Ѳ < 1 

(мы взяли остаточный член в форме Лагранжа). Поэтому 

I ѴІ 2п + 1 

І'-.**»! < (ІПЧТ! ■ №2-1) 

Пусть требуется найти 8Іп 20° с точностью до 10“®. В ради- 
анной мере 20° соответствует л/9, поэтому выберем номер п 
так, чтобы 

к„("/9)1<х^; (62.2) 

тогда значение многочлена Тейлора порядка п в точке х = п/9 
и даст искомое приближение 8Іп 20°. В силу неравенства 
(62.1), для выполнения условия (62.2) достаточно, чтобы вы¬ 
полнялось неравенство 

(2п -Ы)! (э ] (62.3) 

При п = 1 это неравенство не выполняется: 

3! І9 і ^6 33 “ 162 ^ 103 ’ 
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но уже при п = 2 оно выполняется 


5! 


л 

9 



25 


1 

3840 



Поэтому 8ІП 20° с точностью до 10 ^ находится по формуле 


=“ 20 -. 5 -!(!)’*. ( 62 . 4 ) 

Беря значение л из таблиц с точностью до 10^^, подставляя в 
формулу (62.4), произведя указанные там действия и округ¬ 
ляя результат с точностью до 10^®, получим искомое прибли¬ 
жение 8ІП 20°. Имеем: 8Ін 20° = 0,343**. 

При вычислении значений синуса можно воспользоваться 
не формулой, а рядом Тейлора, который для действительного 
аргумента является знакочередующимся и поэтому допускает 
простую оценку остатка: он не превышает по абсолютной ве¬ 
личине абсолютной величины первого члена остатка (см. 
п. 30.9). Это дает, естественно, тот же результат, что и выше, 
так как приводит к оценке (62.3), которую мы получили из 
других соображений. 

2. Вычисление значений натуральных логарифмов. Ряд 

Тейлора для логарифма 

1п(1-Ьх)= У (-!)« +1—, -1<л:<1, (62.5) 

п-1 ”• 

может быть непосредственно использован лишь для вычисле¬ 
ния логарифмов чисел, не превышающих двух. Однако из ря¬ 
да (62.5) можно получить другие разложения, позволяющие 
вычислить логарифмы любых чисел. Заменяя в (62.5) х на -х 
и вычитая получившийся ряд из (62.5), получим 

1 -I— -у* ОО •у*2/1 

1п^^=2хУ X <1. (62.6) 

1-х 2и -Ы ’ ' ' 


* Знак = обозначает приближенное равенство с указанной степенью 
точности. 

**3аметим, что в рассматриваемом случае легко устанавливается и 
более сильное неравенство ^ 2 ^ ^ ^ ^ 10“®, а при указанном выборе числа 

знаков л ошибка при вычислении правой части (|)ормулы (62.4) во вся- 

2 

ком случае не будет превышать ^ • 10“®, поэтому суммарная ошибка и бу¬ 
дет не больше 10 
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1 “Ь X 

Когда X изменяется от —1 до 1, то ^ ^ принимает все по¬ 

ложительные значения. Поэтому формула (62.6) может быть 
использована для вычисления логарифмов любых чисел. Ес¬ 
тественно, возникает вопрос о том, сколько надо взять членов 
в ряде (62.6), чтобы получить логарифм числа с заданной точ¬ 
ностью. Для этого надо оценить остаток ряда (62.6). Имеем 


|г„(л:)| = 2|д:| ^ 

Ь = 1 


X 


2к 


+ 1 

2|дл|2п + 1 


< 


I ■% \ / -і 




2|дл|2п + 1 

2п + 1 

ЬсІ < 1. 


к -О 


(62.7) 


Применим эту оценку для вычисления 1п 2 с точностью 10 
Решая уравнение 

1 ^ _ о 

1-х “ ’ 

находим X = 1/3. Полагая в (62.6) х = 1/3, находим 


1п2 = ^ Е 


3 „-^0 (2п + 1)32«- 
Оценка (62.7) в этом случае дает 


(62.8) 




< 


(2п + 1)32«+ 1 1 - 1/9 


Отсюда при п = 3 имеем 


_ 1 _ 

4(2п -Ь 1)32«-і • 


і 4-7-35 28-243 ' 

Поэтому для вычисления 1п 2 с точностью до 10“® достаточно 
взять первые три члена ряда (62.8): 


+ р + -0.693. 

При более грубых вычислениях значений функции с по- 
мош;ью формулы Тейлора 

/(л:) = Я^о) -Ь /'(Хо) (х - Хр) -Ь ... -Ь (х - Хо)" + г„(х) 

часто бывает достаточно ограничиться лишь ее линейной 
частью, т. е. первыми двумя членами 

Ях) = Я^о) + Г(^о) “ ^о)> 

иначе говоря, заменить прираш;ение функции ее дифферен¬ 
циалом 

Ау = /(х) - і'(Хо) = /'(Хо) (х - Хо) = /'(Хо) Ах, 
где Ах = X - Хц. 
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Формула Тейлора позволяет приближенно вычислять и 
значения определенных интегралов. Рассмотрим один пример 
такого рода. 

3. Вычисление с точностью до 0,0001 интеграла | ^ йх. 

о 

Напишем для подынтегральной функции формулу Тейло¬ 
ра. Для этого воспользуемся известной нам формулой Тейлора 
для функции 8ІП X (см. (62.1)), тогда получим 


= Е (-1) 


. 2*-2 Г„(х) 

— Л\к-1_± _ _|_ _ 2 __: 


(2й - 1)! 


поэтому 




в силу оценки (62.1), 


г л 

- ах 

^ X 


^ X (2п + 1)! ^ (2л 


(2л -Ь 1)!(2л -Ь 1) 


Поскольку при п = 3 


-=- = — = —=— < - 10 ^ 

(2л-Ь 1)!(2л-Ь 1) 7!7 35 280 3 ’ 

С точностью до 0,0001 имеем 

I (іх = I <іх - I I х^сіх + I х'^сіх = 1 “ + 5 ^ ~ 0,9961*. 

0 0 0 о 

Отметим, что на практике для приближенного вычисления 
интегралов применять формулу Тейлора обычно оказывается 
нецелесообразным, поскольку в нее входят производные за¬ 
данной функции и их вычисление приводит к дополнительно¬ 
му накоплению ошибок. Целесообразнее применять прибли¬ 
женные формулы интегрирования, в которые входят только 
значения самой функции. Подобные методы приближенного 
интегрирования будут рассмотрены в п. 60.4. 

Замечание. Для проведения фактических вычислений 
значений функций или интегралов от них с помоіцью разложе- 


* При переводе простых дробей в десятичные была сделана ошибка, 
не превышающая | • 10поэтому суммарная ошибка при выполненном 
приближенном вычислении рассматриваемого интеграла действительно 
не превышает 10“^. 
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ний функций в ряды годятся далеко не всякие разложения рас¬ 
сматриваемых функций в ряды. Может случиться, что полу¬ 
ченный ряд будет сходиться столь «медленно», что практиче¬ 
ски он либо совсем будет не пригоден для вычислений, либо 
потребует неоправданно большого их объема (образно говоря, в 
этом случае ряд «практически расходится», хотя и «теоретиче¬ 
ски сходится»). В такой ситуации надо попытаться получить 
какой-то другой ряд, который будет сходиться достаточно быст¬ 
ро («улучшить сходимость ряда», как обычно говорят) и сумма 
которого позволит найти значения рассматриваемой функции. 
Именно так и было сделано выше при рассмотрении метода вы¬ 
числения логарифмов. Было бы, например, нецелесообразно 
вычислять даже значение 1п (3/2) с помош;ью ряда (62.5), хотя 
ряд и сходится при л; = 1/2, а следует для этого воспользоваться 
рядом (62.6) при X = 1/5, так как этот ряд сходится быстрее. 

62.2. Решение уравнений 

Рассмотрим задачу решения уравнения 

/(л:) = 0. (62.9) 

Если функция / непрерывна на отрезке [а, Щ и принимает 
на концах отрезка значения разного знака, то метод, которым 
в п. 6.2 была доказана теорема о суш;ествовании в этом случае 
точки Хр, в которой функция обраш;ается в нуль, дает и при¬ 
ближенный метод вычисления этого значения x^, т. е. корня 
уравнения (62.9). Для этого достаточно последовательно де¬ 
лить отрезок [а, Ь] пополам, выбирая каждый раз тот отрезок, 
на концах которого функция / принимает значения разного 
знака (если, конечно, не случится, что в одном из получив¬ 
шихся концов функция / обратится в нуль — в этом случае ис¬ 
комый корень будет уже найден). Если требуется найти корень 
уравнения (62.9) с точностью до заданного е > О, то после п ша¬ 
гов таких,что 


концы получившегося отрезка и будут давать искомое при¬ 
ближение некоторого корня уравнения (62.9) (одно с недостат¬ 
ком, другое с избытом). Такой способ приближенного реше¬ 
ния уравнения (62.9), носяш;ий название «метода вилки», 
принципиально очень прост, хотя и достаточно трудоемок. Он 
большей частью применяется лишь для «грубой прикидки» 
результата, т. е. для «грубого» определения интервала, на ко- 


305 



тором лежит искомый корень рассматриваемого уравнения, а 
затем на этом интервале для отыскания «более точного» зна¬ 
чения корня используются другие, быстрее сходяш;иеся мето¬ 
ды; обычно применяется нижеописанный метод касательных 
(«метод Ньютона»). Как правило, по такой схеме действуют 
при проведении вычислений на быстродействующих вычис¬ 
лительных машинах. Конечно, такой путь целесообразен и 
при проведении вычислений «вручную», в частности при по¬ 
мощи логарифмической линейки или миникомпьютера. 

Рассмотрим методы решения уравнения: метод хорд и ме¬ 
тод касательных. Последний из них хорошо обобщается и на 


случай систем уравнений. 

В дальнейшем будем всегда предполагать, что функция / 
непрерывна на отрезке [а, Щ и имеет на этом отрезке первую и 
вторую производные*, причем обе они знакопостоянны (в ча¬ 
стности, отличны от нуля). 

Мы будем предполагать также, что функция / принимает 
на концах отрезка значения разного знака. В силу знакопосто¬ 
янства первой производной, функция строго монотонна, по¬ 
этому при сделанных предположениях уравнение (60.9) имеет 
в точности один корень на интервале (а, Ъ). 

1. Метод хорд. Этот метод состоит в следующем. График 
функции / заменяется его хордой, т. е. отрезком, соединяющим 
концевые точки графика функции /: точки (а, /(а)) и (Ь, /(Ь)). 
Абсцисса х-^ точки пересечения этой хорды с осью Ох и рассмат¬ 
ривается как первое приближение искомого корня (рис. 21). 
Далее берется тот из отрезков [а, и [х^, Ь], на концах кото¬ 
рого функция / принимает значения разного знака (далее бу¬ 
дет показано, что при сделанных предположениях і{х)^ ^ 0 и, 

следовательно, такой отрезок всегда 



существует), и к нему применяется 
тот же прием; получается второе 
приближение корня Х 2 и т. д. В ре¬ 
зультате образуется последователь¬ 
ность д;„, п = 1, 2, ... , которая, как 
это будет показано, при сделанных 
ограничениях на функцию / сходит- 


Рис. 21 ся к корню уравнения (62.9). 


* Для метода хорд достаточно требовать существования первой и вто¬ 
рой производных лишь на интервале (а, Ь). Существование производной 
в концах отрезка [а, Ь] будет использовано только в методе касательных. 
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Легко получить рекуррентные формулы для указанных 
чисел га = 1, 2, ... . Уравнение прямой, проходяш;ей через 
крайние точки графика функции /, имеет вид 

(х-а) + т- (62.10) 


Обозначим его правую часть через 1{х), т. е. запипіем уравне¬ 
ние (62.10) в виде 

У = 1{х). 

Найдем абсциссу х-^ точки пересечения прямой (62.10) с осью 
Ох, т. е. репіим уравнение 1{х) = 0; получим 


Легко убедиться, что 


(Ь - аЖа) 
т - Па) • 

а<х^<Ъ 


(62.11) 

(62.12) 


(это, например, следует из строгой монотонности и непрерыв¬ 
ности функции 1{х) и того, что на концах отрезка [а, б] она 
принимает значения разного знака: /(а) = Да) и 1{Ъ) = /(&)). 
Аналогично находим 


^я + 1 = ^я 


(Ь - ж„)/(х„) 
КЪ) - /(х„) ’ 


га = 1, 2, 


(62.13) 


Покажем, что последовательность {х^^ стремится к корню 
уравнения (62.9) монотонно. Предположим для определен¬ 
ности, что / (л:) > о, Г\х) > о, а < X < Ь (рис. 21). В этом слу¬ 
чае функция / строго монотонно возрастает и строго выпук¬ 
ла вниз. Следовательно, любая внутренняя точка хорды, со¬ 
единяющей крайние точки графика функции /, лежит над 
соответствуюіцей точкой графика функции /, т. е. 1{х) > Ах), 
а < X < Ь. 

В частности, если x^ — корень уравнения (62.9): /(Хд) = 0, 
то отсюда следует, что Дхд) > 0. Имеем (см. (62.11) и (62.12)): 
1(Хі) = о, а < х^ < Ь. 



Рис. 22 
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Таким образом, 

1{х^)<1{х^), (62.14) 

но линейная функция 1{х) строго монотонно возрастает, так как 
Іф) = /(Ь) > /(а) = Іф), 

поэтому из (62.14) следует х-^ < х^. Заменяя теперь отрезок [а, Ь] 
отрезком [х^, Ь] и замечая, что Дх^) < О, аналогично докажем, 
что Хі< Х 2 < Хд. Далее по индукции получим х^ < Х2 < ... < х^ < 

< ... < Хд. 

Таким образом, последовательность {х^}, будучи монотон¬ 
ной и ограниченной, сходится. Пусть Ипі^ х^ = с. Переходя к 

пределу при /г ^ оо в равенстве (62.13), получим Дс) = О, т. е. 
последовательность {х„} сходится к корню уравнения (62.9). 

Если |Д(х)| > т > О, а < X < Ь, то нетрудно получить оценку 
скорости сходимости последовательности {х^} через значения 
самой функции / в точках х„. Действительно, 


отсюда 


ДХ„) = ДХ„) - ДХд) = (Х„ - Хд), 

п = 1,2, ...; 


п = 1,2, .... 


Остальные случаи, т. е. случаи 

Д(х) > О, /"(х) < О, 

Д(х)<0, Г(х)>0, 

Д(х)<0, Г\х)<0, 

рассматриваются аналогично разобранному (см. рис. 22). 

2. Метод касательных (метод Ньютона). Будем предпола¬ 
гать, что функция / удовлетворяет тем же условиям, что и при 
рассмотрении метода хорд. Проведем касательную к графику 
функции / в одной из его концевых точек, например в точке 
ф, Дб)). Абсцисса х^ точки ее пересечения с осью Ох и считает¬ 
ся первым приближением корня уравнения (62.9). Далее, ес¬ 
ли х^ е (а, Ъ) (а это всегда имеет место для одной из касатель¬ 
ных в концевых точках графика, см. ниже), то из двух отрез¬ 
ков [а, х^] и [х^, Ь] выбирается тот, на концах которого 
функция / принимает значения разного знака (далее будет по¬ 
казано, что Дх^) 5^ 0). Затем проводится касательная к графику 
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функции / в точке /(х^): точка ее 
пересечения с осью Ох обозначается Х 2 
и т. д. (рис. 23). 

Легко получаются рекуррентные 
формулы для указанных чисел х^, п = а 
= 1, 2, ... . Уравнение касательной, про¬ 
ходящей через точку (Ь, /(Ь)), имеет вид Рис. 23 

у = ГФ) {х — Ъ) + /(&). 

Обозначим его правую часть через Ь{х), т. е. запишем это 
уравнение в виде 

у = Цх). 

Найдем абсциссу х^ точки пересечения этой касательной с 
осью Ох, т. е. решим уравнение Ь{х) = 0; получим 



Хі = Ь - 


т 

Г(Ь) • 


Точка х^ может лежать, вообще говоря, вне отрезка [а, Щ, т. е. 
вне области определения функции /. Однако если Дб) одного 
знака с то е (х, Ъ). Рассмотрим подробно, как и для мето¬ 
да хорд, случай, когда Д > 0, /" > 0 на [а, б]. В этом случае 
функция / строго монотонно возрастает, следовательно, /(&) > 0; 
кроме того, функция / выпукла вниз на (а, Ъ), следовательно, 
Л(х) < Дх), хфЪ (см. п. 14.3). 

Если Дхд) = о, а < Хц < Ь, то Ьіх^) < 0, но Ьф) = Дб) > 0, сле¬ 
довательно, Хд < х^ < Ь. При этом Дх^) > і(х^) = 0. 

Применяя те же рассуждения к отрезку [а, х^], получим 


точку Х 2 такую, что 

Дхі) 

Х2 х^ Г{х ) ’ ^ ^ 

и, далее, 

^п + 1 Д(х„) ’ + 


(62.15) 


Следовательно, последовательность {х^} монотонна и ограни¬ 
чена, а потому сходится. Пусть Ип^ х^ = с. Переходя к преде¬ 
лу в (62.15), получим Дс) = 0, т. е. последовательность (62.15) 
сходится к корню уравнения (62.9). 

Когда |Г(х)| > т > о, а < X < Ь, то тем же способом, что и в 
случае метода хорд, получаем оценку 




|Д^Л 


п = 1, 2, ... . 
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Подобным же образом разбираются и оставшиеся случаи 
различных комбинаций знаков первой и второй производных 
(рис. 24). 

Дадим еш,е одну оценку скорости сходимости метода каса¬ 
тельных, из которой будет хорошо видно достоинство этого 
метода. Пусть для функции / на рассматриваемом интервале 
выполняются неравенства 

I /'(^)| > нг > О, I /"(х)| < М, а < X < Ь. 

Разложим функцию / в окрестности точки по формуле 
Тейлора, например, с остаточным членом в форме Лагранжа 

/(х) = /(х^ -Ь /'(х„) (х -х„)+^ /"(^) (х -х„)2, 

где ^ -Ь Ѳ (х - х„), О < Ѳ < 1. Если Дс) = О, то, подставляя 
X = с в последнюю формулу, получим 


Отсюда 


/(л:„) + /'{х^ (с - х„) -Ь і /"(^) (с -х„)2 = 0. 

, Г(^) . 49 

Х„- С= 777—4 + 77777^ (С “ Х„)^, 


Г(х„) 2Г(х„) 

или, в силу формулы (60.15), 

_ гш 


Следовательно, 




‘'га + 1 


\ <г М : 

- С < 77— X 


- ^|2 


2т 


откуда 


I I ^ 


2т 


х„ - с| Р, п = 1, 2, 3, 


Применяя последовательно это неравенство, будем иметь 



Рис. 24 
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Если выбрать первоначальное приближение Ъ так, чтобы 

М I I . 1 

д — ^ |о — с| < 1, то получим 


- с < 


2т 

Ж 


, 2 « 


т. е. скорость сходимости приближенных решений к корню 
X = с значительно превышает скорость убывания геометриче¬ 
ской прогрессии со знаменателем по абсолютной величине, 
меньшим единицы. 

Пример. Применим метод Ньютона для приближенного 
вычисления корня к-й степени из числа а> О, к — целое поло¬ 
жительное. В этом случае речь идет о приближенном решении 
уравнения х* — а = О, т. е. формулу (62.15) следует применить 
к функции /(х) = X* - а. 

Имеем /'{х) = кх^^^, и потому для последовательных прибли¬ 
женных значений х„ корня К[х имеем рекуррентную формулу 

— а 

‘'п + 1 “ “ 




= Х„- 


кх" 


или 




1 


(к - 1)х„ -Ь 


В случае к = 2 мы встречались с этой формулой в п. 4.9. 


62.3. Интерполяция функций 

Пусть на отрезке [а, Ь] задана функция / и пусть фиксированы 
п + 1 значений аргумента х^ і = 1 , 2 , ... , п -Ь 1 : 

а < х^ < Х 2 < ... < х„^ ^ < Ь. (62.16) 

Одна из простейших интерполяционных задач состоит в 
отыскании многочлена Р(х) не выше некоторой данной степени 
т, который при значениях аргумента х = х^, і = 1 , 2 , ... , п + 1 , 
называемых узлами интерполяции, принимает те же значе¬ 
ния, что и данная функция, т. е. имеют место равенства 

ЯХ;) = Р(Х;), і = 1,2,...,п+1. (62.17) 

Такой многочлен Р(х) называется интерполяционным много¬ 
членом, интерполируюш,им функцию в данных узлах интер¬ 
поляции. 

Для того чтобы исследовать вопрос о суіцествовании интер¬ 
поляционного многочлена Р(х), удовлетворяюш,его условиям 
(62.17), запишем его с неопределенными коэффициентами а^, 
І = О, 1, ... , т, 

Р(х) = 00 - 1 - а^х -Ь 02 ^:^ -Ь ... -Ь о^х"® 
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и подставим его в систему (62.17). Получим систему из (га + 1)-го 
линейного уравнения с гаі + 1 неизвестными а^, а^, ... , а^: 

Од + + ... + 

. (62.18) 

«0 + «Л + 1+ ••• + Ѵп + 1 = /(^я + і)- 
Определитель, составленный из коэффициентов этой сис¬ 
темы, стояіцих в первых к строчках и первых к столбцах, к < 
< тіп {гаг -Ь 1, га -Ь 1} (число строчек равно га -Ь 1, число столб¬ 
цов гаг -Ь 1), является определителем Вандермон- 
д а*, известным из курса алгебры: 




1 .. 

у.к-1 

тх^, .. 

,. ,хД = 

1 ^2, .. 

у.к-1 

.. , д-2 



1 х^, ., 

у.к-1 

.. , Х2 


Здесь этот определитель не равен нулю, так как все уз¬ 
лы интерполяции различны. Поэтому ранг матрицы коэф¬ 
фициентов системы (62.18) равен наименьшему из двух чисел 
гаг -Ь 1 и га -Ь 1. Если га > гаг, то система (62.18), вообш;е говоря, 
не имеет решения. Если га < гаг, то решение системы (62.18) 
всегда суіцествует, причем в случае п = т решение единст¬ 
венно, а при п < т решений бесконечно много. Таким обра¬ 
зом, какие бы ни задать значения в (га -Ь \)-м узлах (62.16), 
всегда существует и притом единственный многочлен сте¬ 
пени не выше чем га, принимающий в этих узлах заданные 
значения. 

Для отыскания интерполяционного многочлена Р(х) мож¬ 
но решить систему (62.18). Однако можно найти его и другим, 
более коротким путем. Рассмотрим многочлен 

^ (х-хД ... (х - + ... + 

(Х; - ХД ... (Х; - X^_ і)(Х; - X ^ ^ -^1 . . . {Х ^ - X ^ ^ ' 

г = 1, 2, ... , га -Ь 1. 

Очевидно, что Р;(х) — многочлен степени га и что 
РДх,)=1, РДхр = 0, 

г = 1,2, ... ,га-ЬІ,/=1,2, ... ,г-1,г-ЬІ, ... ,га-І-1. (62.19) 


* Вандермонд А. Т. (1735—1796) — французский математик. 
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Поэтому искомый интерполяционный многочлен может быть 
записан в виде 

ад = "Е/(^г)ад. ( 62 . 20 ) 

і = 1 

Действительно, написанное выражение является многочле¬ 
ном степени не выше га и, в силу (62.19), удовлетворяет усло¬ 
виям (62.17). Интерполяционный многочлен, записанный в 
виде (62.20), называется интерполяционным многочленом 
Лагранжа. Исследуем теперь разность между функцией и ин¬ 
терполяционным многочленом Я{х) = /(х) — Р{х), называемую 
остаточным членом интерполяции. Предположим, что функ¬ 
ция / га -Ь 1 раз дифференцируема на отрезке [а, Ъ]. Тогда этим же 
свойством обладает и остаток Щх), причем 

Е("+і»(х) = /<" + 0(л;), а<х<Ь, (62.21) 

так как Р*" + ^*(л:) = 0. Положим 

со(х) = (х - х^) (х - Х 2 ) ... (х - х^ ^), 
зафиксируем х е [а, Ь] и рассмотрим вспомогательную функцию 

т = т-Щсо(і), а<і<ь. 

функция ф(і), очевидно, также га -Ь 1 раз дифференцируема на 
отрезке [а, Ь], причем из (62.21) и того, что + ^>(^) = (га -Ь 1)!, 
имеем 

ф(я +1)(^) = +1)(^) _ („ + 1)!^ . (62.22) 

Далее, функция ф(^) обраш;ается в нуль в га -Ь 2 точках х, х^, 
Х 2 , ... , х„^ поэтому, в силу теоремы Ролля, ее производная об- 
раш;ается в нуль по крайней мере в га -Ь 1 точке отрезка [а, б], 
вторая производная — в га точках и т. д. По индукции получим, 
что (га -Ь 1)-я производная функции ф обраіцается по крайней 
мере один раз в нуль внутри отрезка [а, б]. Пусть ф(" + ^>(^ = 0, 
а <^<Ъ, тогда из (62.22) при і = ^ получим 

или, подробнее. 


Е{х) = 


(х - Хі)(х - Х 2 ) ... (х - х„+і) 


(га -Ь 1)! 

Отсюда следует оценка остаточного члена 

|Р(х)| < 


Дя + і)(^^ а<х<Ь, а<^<Ъ. 




(га + 1)!а < ж < Ь 


шах |(х-Хі)(х-Х 2 ) ... (х-х„ + і)|| вир /(га + 1)(х)|. 
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Заметим, что, вообще говоря, даже для аналитических на 
отрезке [а, Ь] функций остаточный член интерполяции не 
стремится к нулю на отрезке [а, Ь] при п оо, т. е. интерполя¬ 
ционные полиномы не сходятся к самой функции. Построение 
соответствующих примеров достаточно громоздко, поэтому 
мы не будем на этом останавливаться. 

62.4. Квадратурные формулы 

Рассмотрим теперь некоторые способы приближенного интег¬ 
рирования функций. Формулы для приближенных значений 
интегралов называются квадратурными формулами. 

Пусть на отрезке [а, Ь] задана функция /. Разобьем отрезок 
[а, Ь] на п равных частей точками к = \, 2, , п — 

а = Хо<Хі < ... <х„ = &; х^-х^_^ = , 

к = 1, 2, ... , п. 

Квадратурные формулы, которые мы рассмотрим, будут полу¬ 
чаться посредством замены при интегрировании функции / на 
каждом отрезке [х^^ _ интерполяционным многочленом 

степени га. Мы изучим случаи га = О, 1, 2. Соответствующие 
приближенные значения интеграла от функции / будем обо¬ 
значать символом Ь„(/), га = О, 1, 2. В первом случае (при га = 0) 
соответствующая квадратурная формула называется форму¬ 
лой прямоугольников, во втором (при га = 1) — формулой тра¬ 
пеций, в третьем (га = 2) — параболической формулой или, ча¬ 
ще, формулой Симпсона*. 

1. Формула прямоугольников. Для интерполяции функ¬ 
ции / на отрезке хД, к = 1, 2, ... , п, многочленом нуле¬ 

вой степени достаточно задать лишь один узел. Возьмем в ка¬ 
честве узла середину отрезка і, хД: 

г ^ Х)г-1 + 

Ьа 2 

Интерполяционным многочленом является постоянная Ру^(х) = 
= к = 1,2, ... , га. 

При такой интерполяции мы заменяем данную функцию / 
«ступенчатой функцией», точнее набором функций, постоян- 


* Т. Симпсон (1710—1761) — английский математик. 
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ных на каждом отрезке [x^^ _ и равных значению функции 

ч 

/ в центре отрезка (рис. 25). Вместо интеграла | /(х)(іх возь- 

ч-і 

ч 

мем интеграл | Рі^(х)(іх , т. е. заменим площадь криволиней- 
1 

НОЙ трапеции площадью соответствующего прямоугольника. 
Напишем теперь квадратурную формулу прямоугольников 


Ы/]= І I РкМ(іх= І I 

^ = 1 л:. , * = 1 д:. , 

■^к-1 -^к-І 

итак. 


РоіП 


Ь- а гуа + х-^ 
п 2 



+ Х2 
2 


^ і т,), (62.23) 

к - 1 




2. Формула трапеций. На каждом отрезке [Х/^ к = 

= 1, 2, ... , п, возьмем интерполяционный многочлен Р^(х) пер¬ 


вой степени, определяемый узлами интерполяции х^^ _ и х^. 
Полагая Уі = /(Х;), і = О, 1, ... , га, получим (см. (62.20)) 




Ук-і + 


у^, к = 1,2, ... , га. 


Таким образом, мы заменяем данную функцию / кусочно-ли- 

ч 

нейной функцией. Вместо интеграла | /(х)с?х возьмем интег- 

рал I Рі^(х)сІх, т. е. заменим площадь криволинейной трапеции 

соответствующей площадью обыкновенной трапеции (рис. 26). 
Замечая, что 


I Р^(х)с?х = 


1 + Ук Ь - а 

2 п 


к = 1, 2, ... , п. 



® ^1 ^2 ^2 ^3 ^3 ^4 ^ ^ 

Рис. 25 


ЗІ5 


Рис. 26 






получим квадратурную формулу трапеций 


г г-п г* п \^ Ь - а Л Ук-1~^ Ук 

-^і[Л = Е I = —;г Ъ — 2— ’ 


(62.24) 


ИЛИ 


ьт = 


Ъ - а 


2 ^^^ 2 ) + ••• + Я^„) 


3. Формула Симпсона. На каждом отрезке х^^], к = 

= 1,2, ... , га, возьмем интерполяционный многочлен Ру^(х) вто¬ 
рой степени, определяемый узлами интерполяции х^^ _ = 

Хк-і +Хи 


и Хі,. Тогда 


Риі^) = 


(х - ^^)(х - х^) 
(л^А-і - Хи) 


/(^А-і) + 


(х-х^_і)(х-х^) (х-х^_і)(х-^^) 

-Хи- і){і,и - Хи) (х*. - х^ _ і)(х^ - 

Непосредственным вычислением убеждаемся, что 


I 


(Х - ^а)(х - X*,) 1 , 1 & - а 

;СгХ= ^ (^А-^А-і)= 6 -ІГ 


(Хи-і-^к)(Хи-і- Хи) 


(х - х^_і)(х - х^) 2 , . 2 Ь-а 

^к-1 

(х-х*,_і)(х-^^) 1 , 1 6-а 

^ (Хи-Хи-і)(Хи-^и) ^ 6^^* ^А-і) б га ^ 


поэтому 


I р^(х)(іх = ^ 1) + I Я^й) + ^ Я^й) 


Теперь нетрудно написать квадратурную формулу Симпсона: 

Р2ІП= І I РкШх = 


Ъ - а 


п 


I Я^й-і)+ і Я^й)+ I Я^й) 


(62.25) 


ИЛИ 


Ь - а 


^ 2 ІП = ^ та) + ЯЬ) + 2[/(Хі) + ... + Ях„- 1)] + 

+ 4[/(^,)] + ... + /(и]}. 
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62.5. Погрешность квадратурных формул 


Во всех трех рассмотренных нами случаях квадратурные 
формулы (см. (62.23), (62.24), (62.25)) имеют вид 

Д/)= І 4(/)> (62.26) 

Й = 1 

где 

Ё ми. (62.27) 

" і = о 

- 1 < й = 1,2, ...,га, і = 0, 1, ... ,т. 


арі — некоторые числа. 

В случае формулы прямоугольников 

Г\ 1 & - 

т = 0, Ро = 1, — 

в случае формулы трапеций 


т = 1, Ро=Рі= и = ^А-і. 

в случае формулы Симпсона 

т = 2, Ро=Р 2 = Рі = 

ЬАО ^А-1’ЬА1 2 ’ 


^А1 ^а! 

2 

3 ’ 

Й = 1, 2, ... 


п. 


Пусть теперь заданы какие-либо числа р^, называемые веса¬ 
ми, и пусть на отрезке [О, 1] задана какая-либо система точек 
і = О, 1, ... , т, называемых узлами. Пусть, как и раньше, 
отрезок [а, Ь] разделен точками х^, й = О, 1, ... , п, на га равных 
отрезков /г = 1, 2, ... , га, и пусть точки получаются 

из узлов при линейном отображении отрезка [О, 1] на отрезок 
[х^^ _ X;;], при котором точка нуль переходит в точку т. е. 

при отображении х = (х^^ - х^^_^)^ -Ь О < ^ < 1. 

Формула (62.26) в этом случае называется квадратурной 
формулой, соответствуюш;ей узлам и весам і = О, 1, ... , гаг. 

Всякая квадратурная формула (62.26) обладает свойством 
линейности: для любых двух функций / и §■, определенных на 
отрезке [а, Ь], и для любых двух чисел Я, и ц, очевидно, спра¬ 
ведливо равенство 

Ш + р§) = ХЩ) + \уЬ{§). 


* В этом пункте мы следуем идеям, развитым в монографии: 
Никольский С. М. Квадратурные формулы. — М., 1974. 
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Определение. Квадратурная формула і(/) = называ- 

к = 1 

ется точной для многочленов степени г, если для любого 
многочлена Р(х) степени не выше чем г, для любого отрезка 
[а, &] и для любого числа п {т. е. для любого разбиения отрез¬ 
ка [а, &] на равные отрезки) справедливо равенство 

ЦР(х)) = ] Р(х)дх. 

а 

УПРАЖНЕНИЕ. Доказать, что для того чтобы квадратурная формула 
Ь[/], соответствующая узлам и весам р^, і = О, 1, , т, была точной 

для многочлена степени г, необходимо и достаточно, чтобы для любого 
многочлена Р(х) степени не выше г было справедливо равенство 

1 т 

\ Р(Х)(1Х= ^ РіР(^і). 

О і = 0 

Поскольку интерполяционный многочлен порядка г совпада¬ 
ет для многочлена степени г с самим многочленом, квадратурные 
формулы прямоугольников, трапеций и Симпсона точны соот¬ 
ветственно для многочленов нулевой, первой и второй степени. 

Однако, более того, квадратурная формула прямоугольников 
точна для многочленов первой степени, а формула Симпсона — 
для многочленов третьей степени. Докажем это. Действительно, 
в случае формулы прямоугольников (см. (62.23) и (62.27)) 


Простой подсчет дает, что для любой линейной функции у = Ах 4- 
-Ь В справедливо равенство 

1^(Ах + В)= / {Ах + В)дх. (62.28) 

^к-1 


Это наглядно видно и на рис. 27. Суммируя равенства (62.28) 
по й от 1 до п, получим 

ь 

іц (Ах -Ь В) = I (Ах + В)дх, 

а 



Рис. 27 


что и означает точность квадратурной фор¬ 
мулы прямоугольников для многочленов 
первой степени. 

В случае формулы Симпсона (см. (62.25) 
и (62.27)) 


ш = 




Ь - а 
п 


-ь Ху 


бЯ^А-і) + 

1 


+ і 


(62.29) 
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Достаточно показать, что в этом случае для любого многочле¬ 
на третьей степени Р(х) 

ч 

4(Р(л:)) = I Р{х)(1х, к = 1,2, ... ,п. (62.30) 

Ч-1 

В самом деле, если эти равенства будут доказаны, то, сумми¬ 
руя их по й от 1 до п, получим 

Ъ 

Ь2{Р{х)) = I Р{Х)(ІХ, 

а 

т. е. что формула Симпсона точна для многочленов третьей 
степени. 

Пусть Р(х) = Ах^ + Вх^ -Ь Сх + В. Положим Ѳ(д:) = Вx^• + Сх + 
+ В, тогда Р(х) =Ах^ -Ь Ѳ(л:). Поэтому 

^,(Ріx))=А^,{x^) + ^,(^(x)), 


I Р(х)(іх=А I х^(1х + I ^(x)<іx, к = 1, 2, ... , п. (62.31) 

Ч-і Ч-1 Ч-і 

в силу того что формула Симпсона точна для многочленов вто¬ 
рой степени, имеем 


/ДѲ(л:)) = I ^{x)(іx, к = 1,2, ... , п. 


С другой стороны, непосредственным вычислением убеждаем¬ 
ся, что 


I х^йх 

4-1 



) = (^А-^А-і) 


-ь 


+ Хи 


6 


«А - ■ 


Это и доказывает равенство (62.30). 

Порядок погрешности квадратурных формул оказывается 
связан со степенью многочленов, относительно которых точна 
рассматриваемая квадратурная формула. 

ТЕОРЕМА. Пустъ функция / г раз непрерывно дифференци¬ 
руема на отрезке [а, б] и пусть число М > 0 таково, что 

|/С)(х)| < М, а < л: < &. 

Если квадратурная формула (62.26) точна для многочленов 
степени г — 1 (г = 1, 2, ...), то существует постоянная с,. > 0, 
не зависящая от функции /, такая, что 


I ^{х)дх - Р(/) 




с^М(Ь - ау 


(62.32) 
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Доказательство. Представим функцию / на каждом от¬ 
резке Хі^, согласно формуле Тейлора, в виде 


Кх) = Р^{х) +г^{х), к = 1,2, ... ,п, 

где 

г - 1 _ ,) 

РМ)= Е —д— 

і-о 

— многочлен Тейлора степени г - 1, и, следовательно, г^^(х) — 
остаточный член формулы Тейлора, который мы запишем в 
форме Лагранжа: 


Гк(^) 




+ Ѳі,(ж - Хь і)1 


(62.33) 


тогда 


О < Ѳд, < 1, к = 1, 2, ... , п; 


I /{х)(іх-Щ)= I і^(х)с1х- Щ) = 

а к-1 Р , к-\ 


= Ё I - 4(-Ра(^)) + Ё I г^,х)(1х - 1^(г^(х)) 


. (62.34) 


В силу того что данная квадратурная формула точна для 
многочленов степени г — 1, справедливо равенство 

I р^{х)(1х - ІкіРкі^)) = 0, й = 1, 2, ... , п\ 

ж*-і 

Поэтому из (62.34) следует, что 

\ Кх)(іх - Ь{1) < Ё I \Гкіх)\(іх+ Ё 1У''а(л:))|. (62.35) 

Далее, из (62.33) имеем 


< 7! 


М і'Ь-аЛ’- 


п 


, к = 1, 2, ... , п. 


Применяя это неравенство, получим 


I \г,^{х)\ах< 


М(Ъ - ау 
гЫ’’ 


^ йх = 


М(Ъ - аУ 
гіл'' + 1 


* Действительно, это следует из определения точности квадратурной 
формулы относительно многочленов данной степени, приведенного на 
с. 318, если в этом определении в качестве отрезка [а, Ь\ взять отрезок 
[х^_ Хц\ и положить тг = 1. 
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Полагая р = тах |/);| (см. (62.27)), имеем 

і = 0,1, ... ,т ■' 

(т + 1 )(Ь - ау^ '^рМ 


ЫгиШ < ^ Ё \Рі\ \ги(кы)\ < 

і-О 


г\п' + 1 


Подставляя эти оценки в (60.35) и введя обозначение 


^ 1 + (тга + 1)р 
гі 


мы и получим неравенство (62.32). □ 

Из формулы (62.32) следует, в частности, что при вычисле¬ 
нии интегралов с помоіцью квадратурных формул прямо¬ 
угольников и трапеций (они, как мы знаем, точны для много¬ 
членов первого порядка, и потому для них можно взять г = 2) 
ошибка имеет порядок 0(1/га^), а при вычислении интегралов 
с ПОМОІЦЬЮ формулы Симпсона (она точна уже для многочле¬ 
нов третьего порядка и можно взять г = 4) ошибка составляет 
уже всего лишь величину 0(1/п‘^), п о°. 

Отметим, что при приведенном подсчете постоянных мы 
не получили для них минимальных значений. Этого можно 
достичь, усовершенствовав методы их подсчета. 

Задача 10. Доказать, что для формулы прямоугольников можно 
взять Сз = 1/24, для формулы трапеций = 1/12, а для формулы Симп¬ 
сона С 4 = 1/2880. 


62.6. Приближенное вычисление производных 


Приближенное вычисление производных производится на ос¬ 
нове формул, которыми они определяются. Например, по¬ 
скольку 


/'{х) 


Иш 


/(х + к) 

к 


Кх) 


так называемое разностное отношение 

Дх + к) - /(х) 
к 


(62.36) 


дает приближенное значение производной. При этом эта фор¬ 
мула позволяет вычислить производную с любой степенью 
точности за счет выбора соответствуюіцего к — это следует из 
определения предела. 

Оценим порядок приближения производной, вычисляемой 
по формуле (62.36), относительно к. Предположим, что функ- 
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ция / имеет в окрестности точки х ограниченную вторую про¬ 
изводную. Тогда по формуле Тейлора 


отсюда 


т. е. 


Ях + /г) = /(х) + Г(х) й + у Гіх + Ш), О < Ѳ < 1; 

Кх + /О - /(X) _ ^ к ^ О < Ѳ < 1, 


/(х + к) - Кх) 
к 


= і'{х) -Ь 0(/і), Л ^ 0. □ 


Очевидно, что если в точке х существует производная, то 
/(х + к) - /(х - к) . 

1іт -- =Нх). 

Оказывается, что приближенное вычисление производной 
в точке по приближенной формуле 


Ях + к) - /(х - к) 
Ші 


(62.37) 


обеспечивает более высокий порядок малости погрешности от¬ 
носительно Н. Покажем это. Пусть функция / имеет в окрест¬ 
ности точки X третью ограниченную производную. Тогда по 
формуле Тейлора 

І{х + }і) = /(х) + /'(х)Н -Ь ^ ^ Г"(х + о < < 1, 


^{х - к) = Ял:) -Ь Жх) й + I ^"{х)к^‘ - ^ Г"(х + Ѳз/і)^, 0 < 02 < 1. 
Вычитая второе равенство из первого и деля на 2к, получим 
Ях + к)-Кх - к) ^ ^ 1 ^ ^ ^ ^^^^^^2 = 

= жж + 0(^2), л^о. 

Таким образом, разностное отношение (62.37) аппроксимиру¬ 
ет производную на порядок лучше, чем (62.36). 

Для приближенного вычисления второй производной в 
точке X можно поступить следующим образом: приближенно 
вычислить первую производную в точках х и х -Ь /і, например, 
по формулам (62.36): 


тогда 


/'(х) ^ 


/(х + к) 


к 


Я(х + к) - 

к 


- Ях) 


Жх) 


^,(^^^)^Ях + 2й)_Ях^. 

/(х + 2к) - 2Ях + к) + Ях) 

Р • 
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Разностное отношение, стояш;ее в правой части полученной 
формулы, и принимается за приближенное значение второй 
производной в точке х. 

В том случае, когда у функции / в окрестности точки х су¬ 
ществует третья ограниченная производная, раскладывая 
числитель по формуле Тейлора, получим 

Их + 2Н) - 2Пх + 1і) + /(X) _ ^ /г ^ 0. (62.38) 

Аналогично случаю первой производной можно показать 
(в предположении ограниченности четвертой производной в 
окрестности точки х), что 

Пх + Н)- 2/(х) + Пх - И) ^ ^ Н^О, (62.39) 

т. е. у приближенной формулы (62.39) для вычисления второй 
производной погрешность на порядок лучше, чем у формулы 
(62.38). 

Подобным же образом вычисляются производные более 
высоких порядков и частные производные функций многих 
переменных. 


§63 

Разбиение множества 
на классы эквивалентных элементов 


Много раз в этом курсе мы сталкивались с понятием эквивалент¬ 
ности: эквивалентные бесконечно малые и бесконечно большие 
функции (п. 8.3), эквивалентные отображения отрезка (п. 16.2) и 
области (п. 50.3), эквивалентные фундаментальные последова¬ 
тельности метрических пространств (п. 57.5), эквивалентные 
элементы при факторизации множеств (п. 59.4) и т. д. Во всех 
этих случаях отношение эквивалентности обладало следуюш;ими 
тремя свойствами: если элементы рассматриваемого множества 
обозначить буквами х, у, г, & эквивалентные элементы х в у 
обозначить символом х~ у, то: 

1°. Каждый элемент рассматриваемого множества экви¬ 
валентен самому себе', х-л: (рефлексивность). 

2°. Если X ~ у, то у-х (симметричность). 

3°. Если X ~ у и у ~ 2 , то х ~2 (транзитивность). 
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Всегда предполагалось само собой разумеюіцимся, что 
множество тех или иных элементов, в котором введено поня¬ 
тие эквивалентности, обладаюіцее свойством рефлексивности, 
симметричности и транзитивности, распадается на непересе- 
кающиеся классы эквивалентных элементов. В действитель¬ 
ности так и есть. Сформулируем и докажем это утверждение в 
обш,ем случае. 

Пусть задано множество Л = {х, у, 2 , ...} и некоторое подм¬ 
ножество множества его упорядоченных пар, обладаюіцее сле- 
дуюіцими свойствами: если пара (х, у) принадлежит этому 
подмножеству, то элементы х и і/ называются эквивалентны¬ 
ми и пишется X ~ у, при этом выполняются условия рефлек¬ 
сивности, симметричности и транзитивности. В этом случае 
говорится, что в множестве А задано отношение эквивалент¬ 
ности. 

ТЕОРЕМА. Если в некотором множестве задано отноше¬ 
ние эквивалентности, то это множество является суммой 
своих попарно не пересекающихся подмножеств эквива¬ 
лентных между собой элементов. 

Доказательство. Пусть А = {х, у, х, ...} — множество, в 
котором задано отношение эквивалентности. Для каждого 
элемента х е А^ через А^ обозначим множество всех элементов 
множества А, эквивалентных элементу х. Покажем, что 

А= и А^ (63.1) 

и что это представление множества А в виде суммы подмно¬ 
жеств является искомым, т. е. что слагаемые А^ попарно не 
пересекаются. 

Прежде всего, в силу рефлексивности отношения эквива¬ 
лентности, для каждого х е А имеем х ~ х и, следовательно, 
X е А^, т. е. каждый элемент множестваА^ принадлежит неко¬ 
торому А^, поэтому 

Ас и А^. (63.2) 

с другой стороны, каждый элемент множества А^, в силу са¬ 
мой конструкции, является элементом множества А. Следова¬ 
тельно, А^ с А и потому 

^у^А,сА. (63.3) 

Из включений (63.2) и (63.3) вытекает равенство (63.1). 
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Докажем теперь, что любые два элемента каждого из мно¬ 
жеств эквивалентны между собой. В самом деле, пусть у е А^, 
2 е А^; это означает, что у ~ х и г ~ х. В силу симметричности от¬ 
ношения эквивалентности, отсюда следует, что х~ г, откуда, со¬ 
гласно транзитивности, у ~ г. 

Покажем, наконец, что слагаемые в правой части равенст¬ 
ва (63.1) попарно не пересекаются. Именно, покажем, что для 
любых двух элементов х' и х" множества А^- и либо совпа¬ 
дают, либо не пересекаются. В самом деле, пусть у множества 
А^. и А^.. найдется хотя бы один обіций элемент: у е ПА^„и 
пусть 2 6 А^.. Поскольку было доказано, что для каждого множе¬ 
ства А^ любые два его элемента эквивалентны, ю 2 ~ у, у ~ х" и, 
следовательно, 2 ~ х", т. е. 2 е А^«. Элемент 2 являлся произ¬ 
вольным элементом из множества А^-., поэтому 

А,, с А,..; (63.4) 

аналогично 

А,..сА,.. (63.5) 

Из (63.4) и (63.5) следует, чтоА^, 

Таким образом, если у множеств А^- и А^.- имеется хотя бы 
один обш;ий элемент, то они совпадают; если же такового эле¬ 
мента нет, то эти множества, очевидно, не пересекаются. 

Итак, представление (63.2) действительно обладает всеми 
сформулированными в теореме свойствами. □ 

§64 

Предел по фильтру 


в курсе анализа нам встретились два понятия предела: предел 
функций, частным случаем которого является предел после¬ 
довательностей, и предел интегральных сумм. Оказывается, 
что суіцествует более обш,ее понятие предела, называемое пре¬ 
делом по фильтру, которое содержит в себе оба указанные по¬ 
нятия предела как частные случаи. Суіцествование такого по¬ 
нятия доставляет, безусловно, эстетическое удовлетворение, 
поэтому в настояш;ем параграфе будет дано его определение. 
Однако для изучения математического анализа введение этого 
понятия не дает, по суіцеству, никаких преимуш,еств, чем и 
объясняется, что оно помеіцено в конце курса. 
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64.1. Топологические пространства 

Определение 1. Пустъ X — некоторое множество и в нем за¬ 
дана система О. = {б'} подмножеств, удовлетворяющих сле¬ 
дующим условиям'. 

1°. Пересечение конечной совокупности множеств систе¬ 
мы О. принадлежит этой системе. 

2°. Объединение любой совокупности множеств системы 
П принадлежит этой системе. 

3°. Хб II, 0 6 а. 

Тогда множество X называется топологическим про¬ 
странством, система О — его топологией, а множества 
системы О — его открытыми подмножествами. 

Для любой точки х & X каждое содержащее ее множество 
С 6 П называется ее окрестностью. 

Если у любых двух точек топологического пространст¬ 
ва существуют непересекающиеся окрестности, то про¬ 
странство называется хаусдорфовым*. 

Примером хаусдорфова топологического пространства яв¬ 
ляется всякое метрическое пространство, так как его откры¬ 
тые множества образуют систему, удовлетворяющую услови¬ 
ям 1**, 2°, 3° определения 1 (см. п. 57.1). Существуют и так на¬ 
зываемые неметризуемые топологические пространства (см. 
об этом в КН.: Александров П. С. Введение в теорию множеств 
и общую топологию. — М., 1977). 

Нетрудно убедиться, что если X — топологическое про¬ 
странство, О. = {С} — его топология, с X и = {П с 3 С е О., 
В = 2 гл Ѳ) {т:. е. состоит из пересечений всевозможных от¬ 
крытых множеств топологического пространства X с его 
подмножеством 2), то 2 является топологическим пространст¬ 
вом с топологией = {В}. 

Для любой точки х 6 X всякая ее окрестность заведомо не 
является пустым множеством, так как она содержит по край¬ 
ней мере один элемент — саму точку х. 

Определение 2. Всякая подсистема 5В системы О. открытых 
множеств топологического пространства называется ба¬ 
зой топологии этого пространства, если любое непустое 
открытое множество пространства {т. е. непустое мно¬ 
жество из системы П) является объединением некоторой со¬ 
вокупности множеств из ®. 


* Ф. Хаусдорф (1868—1942) — немецкий математик. 
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Так, в метрическом пространстве базой топологии являет¬ 
ся множество ® всех е-окрестностей всех точек этого про¬ 
странства. Действительно, каково бы ни было непустое откры¬ 
тое множество С данного метрического пространства, для 
каждой его точки х & С суіцествует такое е > О, что ее е-ок- 
рестность содержится в С: II (х; е) с О. Выберем и зафиксиру¬ 
ем для каждой точки х & О одну из таких окрестностей; тогда 
множество О очевидно будет являться их объединением: 

С = II (х; е). 

УПРАЖНЕНИЕ 1. Доказать, что в любом метрическом пространстве 
множество всех е-окрестностей с рациональным 8 всех точек этого про¬ 
странства образует его базу топологии. 

Топологию можно задавать с помоіцью базы топологии. 
Именно: если © = {А} — база топологии И пространства X, 
то, согласно определению 2, ^ является системой всех под¬ 
множеств пространства X, каждое из которых либо является 
объединением некоторой совокупности множеств из ©, либо 
пусто. 

Определение 3. Система ©(х) окрестностей точки х тополо¬ 
гического пространства X называется локальной базой то¬ 
пологии в этой точке, если, какова бы ни была окрест¬ 
ность V точки х в пространстве X, существует такая ок¬ 
рестность II 6 ©(х), что 

С/с И. 

Очевидно, что совокупность всех окрестностей данной точ¬ 
ки образует ее локальную базу топологии. Для любой точ¬ 
ки метрического пространства ее локальную базу тополо¬ 
гии образуют также, например, все ее е-окрестности радиусов 
е = \/п, /г = 1, 2, ... . 

Объединение локальных баз топологии во всех точках об¬ 
разует базу топологии всего пространства, так как каждое не¬ 
пустое открытое множество можно представить как объедине¬ 
ние входяіцих в него окрестностей его точек, где указанные 
окрестности берутся из рассматриваемых локальных баз топо¬ 
логии. Тем самым топологию во множестве можно задавать, 
определяя локальные базы топологии в каждой из его точек. 

С ПОМОІЦЬЮ понятия окрестности для топологических про¬ 
странств дословно, так же как для метрических (см. пн. 57.1 и 
35.2), вводятся понятия точек прикосновения, предельных и 
изолированных, а также понятие замкнутого множества. 
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64.2. Фильтры 


В дальнейшем через Ф (X) будем обозначать множество всех 
подмножеств множества X. 

Определение 4. Пустъ X — непустое множество. Множест¬ 
во Ъ (X) называется фильтром {или, подробнее, фильт¬ 
ром на множестве X), если'. 

1°. Для любых А' & Ъ и А' е 5 существует такое А е 5, 
что 

А(^А'(ЛА". 

2°. 0 й 5, <5 ^ 0. 

Из свойств 1° и 2° вытекает, что пересечение любого конеч¬ 
ного числа множеств, принадлежаш,их фильтру, непусто. 

Примеры. 1. Пусть X 5^ 0, X 3 Лц ^ 0. Тогда множество 
55 = {А: Ац с А 6 ^ (X)} является фильтром на X. Действительно, 
очевидно, что Ац е 55, а если А' е 55 и А" е 55, то А' П А" з Ад ^ 
5^ 0, т. е. оба условия 1° и 2** определения 4 выполнены. 

2. Пусть л; е X. Тогда множество 55 = {А: х е А е Ф(Х)} есть 
фильтр на X. Этот фильтр является частным случаем фильт¬ 
ра, рассмотренного в предыдуш,ем примере, когда множество 
Ад состоит из одной точки X. 

3. Пусть X = N — множество натуральных чисел и 

А„ = {т: т& Ы, т> п), га = О, 1, 2, ... . (64.1) 

Тогда множество всех А^ образует фильтр, обозначаемый Рм = 
= {АД и называемый натуральным фильтром. 

Проверим, что Ры — фильтр. Действительно, N = Л е 
и, следовательно, ^ 0, все А^ 5^ О, а если гаі < га, то А^ П А^ = 
= А„е Р^^. 

4 . Пусть снова X = N. Система подмножеств 55множества 
X, каждое из которых является дополнением к конечному 
подмножеству множества X, также образует фильтр на X, на¬ 
зываемый фильтром Фреше и содержаш,ий в себе натураль¬ 
ный фильтр Рк- 

Покажем, что 55дг действительно фильтр. Пусть А е 55дг, В е 
е 55^ѵ, (Х\А)и(Х\В)^ 0 т п & N — наибольшее из чисел, вхо- 
дяш;их в множество (X \ А) У (X \ В). Такое число суш;ествует. 
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так как указанное множество, в силу определения состоит 
лишь из конечного множества чисел. Тогда множество е 
(см. (64.1)) содержится в Л П 5. Далее, поскольку множество 
натуральных чисел N счетно, еіN \А, где А е 55дг» по определе¬ 
нию множества 55дг> конечно, тоЛ ^ 0. Наконец, N е 55дг и, сле¬ 
довательно, 55дг ^ 0. Таким образом, 55дг — фильтр. 

5. Пусть X — топологическое пространство и х е X. Ло¬ 
кальная база топологии ® (х) образует фильтр. Действитель¬ 
но, прежде всего, очевидно, что для каждой окрестности 17 е 
6 ®(х) имеем х е 1/ и поэтому 17 ^ 0. Далее, для любых 17 е ®(х) 
и Н е ®(х) пересечение 17 Г\Ѵ является открытым множеством, 
содержаш;им точку х, поэтому по определению локальной 
базы топологии суш,ествует такая окрестность '[V е ®(х), что 

Ж с Н п К 

6. Пусть X — топологическое пространство, х — предель¬ 
ная точка пространства X, ® (х) — локальная база топологии 

в этой точке и ® (х) — множество всех «проколотых окрест¬ 
ностей» этой локальной базы топологии, т. е. ® (х) состоит из 
множеств 

и (х) и (х) \ {х}, П (х) е ® (х). 

Тогда © (х) образует фильтр. В самом деле, если 17 ^ Ъ (х), 
то, поскольку точка х является предельной для пространства 

о о 

X, суіцествует точка г/ е 1/ и, следовательно, 17 ^ 0. Далее, для 

любых 1/ е © (х) и П е © (х) имеем, согласно их определению, 

V = Ѵ\ {х}, П = П \ {х}, П 6 © (х), © (х). Пересечение V Г\Ѵ 

является окрестностью точки х, поэтому суш,ествует такая 

О 

окрестность Же© (х), что Ж с 1/ П П, и поэтому Ж = Ж \ {х} с 

О О О 

с 1/ П П. Итак, © (х) действительно фильтр. 

7 . Множество X называется упорядоченным множеством 
или направлением, если для любых двух его элементов х ж у 
определено транзитивное отношение порядка. Иначе говоря, 
из любых двух его элементов х ж у один из них «следует» за 
другим. Если элемент у следует за элементом х, то пишут х -3 у. 
При этом если х -3 у и у -3 2 , то х -3 2 , х, у, 2 е X. 
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Всякая непустая система | = {А^} непустых подмножеств 
а е 91, некоторого множества X такая, что для любых двух 
Ац 6 I, Ац, 6 Ац,, имеет место либо включение с А^-, 

либо А^- с Ац, является фильтром. Этот фильтр представляет 
собой упорядоченное множество, если в нем за отношение по¬ 
рядка А„ -3 А^’ взять включение А^ с Ац.. 

Определение 5. Фильтр = {А} на множестве X называется 
фильтром, который сильнее фильтра 82 ^ том же 

множестве, если для любого множества В е 552 существует 
такое А е 55^, что А с В. 

Определение 6. Если фильтр 55^ сильнее фильтра 552, “ (силь¬ 
нее 55^, то фильтры 55^ и называются эквивалентными. 

Пример 8 . Пусть ®(л;) — локальная база топологии точ¬ 
ки X метрического пространства, состояіцая из всех ее е-ок- 
рестностей, а ®о(^) — локальная база топологии, содержа- 
ш;ая только окрестности радиуса е = 1/п, п = 1, 2, ... . Фильт¬ 
ры ®(л;) и ®о(^) эквивалентны. 

УПРАЖНЕНИЕ 2. Доказать, что фильтры в примерах 3 и 4 эквивалентны. 

Определение 7. Фильтр 55^ называется подфильтром фильт¬ 
ра 552, если каждый элемент фильтра 55^ является и элемен¬ 
том фильтра 552, нг. е. если 55^ с 552- 

Очевидно, что фильтр сильнее всякого своего подфильтра. 

Определение 8. Каждый подфильтр фильтра, эквивалент¬ 
ный самому фильтру, называется его базой. 

Например, в примере 8 фильтр является базой 

фильтра 95(х), а натуральный фильтр Рм- базой фильтра 
Фреше 55 дг, построенного в примере 4. 

Иногда бывает удобно рассматривать фильтры, удовлетво- 
ряюш;ие еіце одному дополнительному условию. 

Определение 9. Фильтр 55 на множестве X называется пол¬ 
ным, если из условий 

Ае 55, В 6 Ф(Х) иА^В 

следует, что 

В 6 55. 
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в рассмотренных выпіе примерах 1, 2 и 4 фильтры явля¬ 
лись полными. Например, в примере 4 (фильтр Фреше) это 
вытекает из того, что если Л е и, следовательно, его допол¬ 
нение в множестве натуральных чисел N конечно, то любое 
подмножество натуральных чисел В, которое содержит А, так¬ 
же имеет конечное дополнение в N, так как если А с В с ЛГ, то 
N\В(^N\А. 

Фильтры же, рассмотренные в примерах 3, 5 и 6, уже не яв¬ 
ляются полными. В примере 3 натуральный фильтр не яв¬ 
ляется полным, поскольку не всякое подмножество А множе¬ 
ства натуральных чисел, содержащее множество вида А„ (см. 
(64.1)), само имеет такой вид, т. е. принадлежит натуральному 
фильтру Фильтры, рассмотренные в примерах 5 и 6, не яв¬ 
ляются полными, так как не всякое множество, содержащее 
открытое множество, является обязательно само открытым. 

Иногда в математической литературе полный фильтр на¬ 
зывается просто фильтром, а фильтр в смысле определения 4 
базисом (или базой) фильтра. Это оправдано тем, что справед¬ 
ливо следующее утверждение. 

ЛЕММА 1. Всякий фильтр является базой некоторого пол¬ 
ного фильтра. 

Доказательство. Пусть 55 = {А} — фильтр на множестве 
X. Определим множество (5, как множество всех таких под¬ 
множеств В множества X, что каждое из них имеет в качестве 
своего подмножества некоторый элемент фильтра 55. Короче, 
В е (6 тогда и только тогда, когда существует такое А с 55, что 
А с В. Покажем, что (б является полным фильтром, а фильтр 
55 — его базой. 

Если В' е ©, В" 6 (б, то существуют такие А' е 55 и А" е 55, 
что А' с В', А" с В". Поскольку 55 — фильтр, то найдется та¬ 
кое А е 55, что А с А' ПА". Заметив, что А' ПА" с В' П В", полу¬ 
чим А с В' П В" и, следовательно, согласно определению (б, 
множество В' П В" является его элементом: В' Г\ В" е ®. Тем 
самым выполняется условие 1° определения 4. 

Если бы 0 е (б, то снова, согласно определению (б, напілось 
бы такое А е 55, что А с 0, но тогда А = 0, т. е. пустое множество 
оказалось бы элементом 55, что противоречило бы тому, что 55 — 
фильтр. Следовательно, 0 й ®. Кроме того, так как А с А, то 
каждое множество А е 55 является и элементом (б, т. е. 55 с (б, а 


331 



поскольку 55, как всякий фильтр, не пуст: 55 0, то не пусто и 

множество 5^ 0. Таким образом, © удовлетворяет всем ус¬ 

ловиям определения 4, т. е. является фильтром. Его полнота то¬ 
же сразу вытекает из его определения. В самом деле, если В е ®, 
то существует такое А е 55, что Л с В. Поэтому для каждого 
множества В' такого, что В с В' с X, также справедливо вклю¬ 
чение А с В', которое и означает, что В' е ®. 

Наконец, 55 является базой полного фильтра ®. Действи¬ 
тельно, с одной стороны, как было показано, 55 с ®, т. е. 
фильтр 55 является подфильтром ®; а выше отмечалось, что 
всякий фильтр сильнее любого своего подфильтра. С другой 
стороны, определение фильтра ® как раз и означает, что 
фильтр 55 сильнее фильтра ©: каково бы ни было В е © су¬ 
ществует такое А е 55, что А с В (см. определение 5). Итак, 
фильтры 55 и © эквивалентны. □ 

ЛЕММА 2. Пустъ 55^— фильтр на множестве Х^, 552 — 
фильтр на множестве Х 2 и 

55 =^{С: С=АхВ, Аб55і, Ве 552}; (64.2) 

тогда 55 является фильтром на произведении Х^ х Х 2 мно¬ 
жеств Х^ и Х 2 . 

Фильтр 55, определенный равенством (64.2), называется 
произведением фильтров 55^ и 552- Если 55 является произведе¬ 
нием фильтров 55^ и 552, пишется 55 = 55^ X 552. 
Доказательство. Пусть е 55 и С 2 е 55, тогда, согласно 
определению (64.2), существуют такие А^ е 55і,А2е 55іиВ^е 552, 
В 2 е 552, = А^ X В^, а С 2 = А 2 X В 2 . Поскольку 55^ и 552 — 

фильтры, найдутся такие А е 55^ и В е 552, 

АсАіПА2,ВсВіПВ2. (64.3) 

В силу того же определения (64.2), А х В е 55, причем из 
(64.3) следует, что 

А X В с (А^ X В^) П (Аз X Вз), 

так как если (х, у) е А х В, то х е А, у е В. Следовательно, в 
силу (64.3), X е А^ П А^, у е В^ П В 2 , поэтому (х, у) е А^ х В^ и 
(х, у)& В^, т. е. 

(х, у) 6 (Аі X ВД П (Аз X Вз). 
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Наконец, каждое С = Ах В ^ 0, А & В е Зз, так как, в 
силу определения фильтра, А ^ 0, В ^ 0. Из того, что 0 и 
Зз ^ 0> следует, что и 5 = х Зз ^ 0. Таким образом, 3 = 3^ х З 3 
удовлетворяет определению фильтра. □ 

ЛЕММА 3. Пустъ X и У — некоторые множества, / : X ^ 
-^У — отображение X вУ иЪ = {А} — фильтр на множестве X. 
Тогда совокупность всех образов ДА) множеств из фильтра 
3 является фильтром на множестве У. 

Фильтр (ДА)}, А 6 3, называется образом фильтра 3 при 
отображении / и обозначается через 

ДЗ) = {ДА)}, Ае 3. (64.4) 

Докажем, что ДЗ) действительно является фильтром. 
Пусть ДА) е ДЗ), ДВ) е В(3), А е 3, В е 3. Тогда суіцествует 
такой элемент С фильтра 3: С е 3, что С с А П В. Поскольку 
ДС) с ДА П В) с ДА) П ДВ), и по определению системы ДЗ) 
имеем ДС) е ДЗ), первое условие определения фильтра (см. оп¬ 
ределение 4) выполнено. Второе условие также выполнено, по¬ 
скольку ДЗ) состоит только из элементов вида ДА), где А е 3. 
Следовательно, ДА) ^ 0 , поскольку А 5^ 0 . Наконец, из того, 
что 3^0, следует, что и ДЗ) ^ 0 . □ 

64.3. Предел фильтра 

Определение 10. Пустъ X — топологическое пространство, 
X & X, и Ъ — фильтр на X. Точка х называется пределом 
фильтра 3 или его предельной точкой, если фильтр 3 силь¬ 
нее фильтра ®(л:), являющегося локальной базой топологии 
в этой точке. 

Из определения предела фильтра следует, что Ит ® (х) = х. 
Если точка х является пределом фильтра 3, то пишут 

X = Ит 3. 

Примеры. 1. Если множество X состоит из одной точки 
л; = а, то у него имеется лишь один фильтр 3, состояіций из од¬ 
ноточечного множества {а}, являюіцегося и локальной базой 
топологии в точке х = а, если множество X рассматривать как 
одноточечное топологическое простанство. Поэтому в этом 
случае Иш 3 = а. 
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2. Пусть X = N — множество натуральных чисел, рассмат¬ 
риваемое, как обычно, с дискретной топологией: каждая точка 
п & N считается открытым множеством (иначе говоря, каждая 
точка является изолированной точкой); тогда натуральный 
фильтр РN (см. пример 3 в и. 64.2) не имеет предела в N. 

Действительно, никакое число п е ІѴ не является пределом 
фильтра Рю ибо у любого числа N суіцествует локальная 
база топологии, состояіцая только из этого числа п^, и не су- 
ш,ествует А е Р^^, содержаіцегося в одноточечном множестве 
{нц}, поскольку любое содержит бесконечно много эле¬ 

ментов. Таким образом, фильтр Р^ не сильнее локальной базы 
топологии любого числа е N. 

3. Пусть X = N и {+оо}, т. е. множество X получено добав¬ 
лением к множеству натуральных чисел N «бесконечно уда¬ 
ленной точки» Ч-оо^ причем локальная база топологии ® (+°°) 
состоит из всевозможных множеств (см. (64.1)), а локаль¬ 
ные базы ®(п), п е ЛГ, по-прежнему из одной точки п. База то¬ 
пологии в X определяется как объединение локальных баз 
всех его точек. 

В пространстве N и {+оо} натуральный фильтр Ри имеет 
своим пределом Ч-оо. Действительно, для любой окрестности 
е ® (Ч-оо) в качестве элемента А е Р^^ такого, что А с А^ (см. 
определение 10), можно взять самоА^, так как А^ е Р^^. 

Задача 11. Доказать, что для того чтобы любой фильтр топологи¬ 
ческого пространства имел не более одного предела, необходимо и доста¬ 
точно, чтобы пространство было хаусдорфовым. 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы точка х являлась пределом 
фильтра Ъ топологического пространства X, необходимо, 
чтобы эта точка являлась пределом каждой базы этого 
фильтра, и достаточно, чтобы она являлась пределом по 
крайней мере одной его базы. 

Доказательство необходимости. Пусть подфильтр 
55о является базой фильтра 5 пространства X и 

X = Ит 5, 

т. е. фильтр 55 сильнее локальной базы топологии ® (х) в точке 
X. Это означает, что для любой окрестности II е ®(х) суіцест¬ 
вует такое А е 55, что А Л. Поскольку 55о является базой 
фильтра 55, то для указанного А е 55 найдется такое В е 55о, что 
В с А и, следовательно, В с^Л, т. е. подфильтр 55о также силь¬ 
нее локальной базы топологии ®(х), и потому х = Ит 55о. 
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Доказательство достаточности. Пусть подфильтр 
Зц фильтра 55 является его базой и х = Ііт 55д, т. е. 55о сильнее 
локальной базы топологии ®(х), тогда сам фильтр тем более 
сильнее ®(л;), ибо каждый элемент подфильтра является и 
элементом фильтра. Следовательно, х = Ііт 55. □ 

64.4. Предел отображения по фильтру 

Общее понятие предела дается следующим определением. 
Определение 11. Пустъ X — некоторое множество, У — то¬ 
пологическое пространство, /: X ^ У — отображение X в У, 
55 — фильтр на X. 

Точку Ъ & У называют пределом отображения / по фильт¬ 
ру Ъ и пишут 

ИШд /(х) = Ъ, 

если фильтр /(55) имеет своим пределом в пространстве У 
точку Ъ. 

Таким образом, 

Итд/(х) = Ііт /(55). (64.5) 

Примеры. 1. Пусть X = N — множество натуральных 

сі^і: 

чисел, У — топологическое пространство, т: N ^ У, — т(п), 
П 6 Х, и пусть — натуральный фильтр, построенный в при¬ 
мере 3 в и. 64. 2, т. е. состоит из множеств (64.1). Тогда пре¬ 
дел отображения / по фильтру Рм совпадает с обычным преде¬ 
лом последовательности {у^} в У. Действительно, условие 
Ит^.^ /(га) = Ь равносильно, согласно (64.5), условию Ііт ^ 
= Ь, где /(і^дг) = /(Д„) = {у^: т> га}. Равенство предела 

фильтра /(Р^) точке Ь означает, что для любой окрестности 17 е 
6 ®(5), где ©(5) — локальная база топологии в точке Ь, сущест¬ 
вует содержащийся в 17 элемент фильтра /(Рд^) • 

Поскольку при п> п^ выполняется включение га е ^ следо¬ 
вательно, и включение і/„ = /(га) е /(А„ ), то при п> п^ имеет мес¬ 
то включение у„ е 17. Это и означает, что Ііт у„ = Ь. 

2. Пусть X = N X X, Р^.^ — натуральный фильтр, 55 = Рдг х 
(см. (64.2)), У — топологическое пространство, / : N х N ^ 

у, = /(гаг, п), т ^ X, га е X; тогда предел Ит^ /(гаг, га) 
совпадает с обычным пределам двойной последовательности 
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{г/^„}: точка Ъ называется пределом ^ Ііт последова¬ 
тельности если для любой окрестности II точки Ъ су- 

ш,ествуют такие и п^, что при т > п п > выполняется 
включение е Л. Таким образом, 

Ишд ^(т, п) = Ит 


3. Если система 55 = {А„}, с X, а е является направ¬ 
лением (см. пример 7 в п. 64.2), а У — метрическое простран¬ 
ство, то суш,ествование предела Ит^ /(х) = Ь отображения 
/ : X ^ У означает, что для любого е > О суш,ествует такое мно¬ 
жество е 55, что для всех х е выполняется неравенство 
р(Ях), Ъ) < е. 

В этом случае предел Ишд /(х) называют также пределом 
по направлению. 


4 . Пусть Е — измеримое по Жордану множество в Д", х — 
какое-либо его разбиение: х = е і = 1, 2 , ... , к. 

Пусть элементами множества X являются всевозможные мно¬ 
жества вида 

х = {х,^і, (64.6) 

Для любого Г] > о обозначим через подмножество мно¬ 
жества X, состоящее из всех таких элементов х, у кото¬ 
рых мелкости |х| входящих в них разбиений х меньше Г], т. е. 
|х| <г\. 

Система 55 = {А^} является фильтром на X. Более того, сис¬ 
тема представляет собой направление, если в ней за отноше¬ 
ние порядка А^^ включение А^^ 

Всякая действительная функция / : X ^ Д порождает ото¬ 
бражение фу:: X ^ Д по формуле 

Ц>г(х) = ^ яу Ц Е^, X = {х, ^ 1 , ... , у. 

і = 1 

Таким образом, фДх) является значением соответствующей 
интегральной суммы Римана функции /. 

Предел отображения фу:: X ^ Д по фильтру 55 = {А^} совпа¬ 
дает с обычным пределом интегральных сумм Римана функ¬ 
ции / при условии, что мелкости рассматриваемых разбиений 
стремятся к нулю 

1 ітдфу:(х)= Иш XI Ші)^^Е^. 

|т| ^ о і _ 1 

Очевидно, что этот предел является пределом по направлению. 
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5. Пусть У и ^ — топологические пространства, X 2, 
/ : X ^ У, а е 2, — такой фильтр на топологическом про¬ 

странстве 2 , что Ііт 55о = а (т. е. фильтр 5о сильнее некоторой 
локальной базы топологии ©(а) в пространстве 2 в точке а). 

Если 2 = а — точка прикосновения множества X и фильтр 
55 состоит из всевозможных пересечений множеств, входяш,их 
в фильтр 55о с множеством X: 

55 = {А:ЗЛоЕ 55о,А = АоПХ}, 

то предел Ишд /(х) называется пределом отображения / по 
фильтру 55 в точке а. 

Если а е X и Ишд /(х) = До), то отображение называется 
непрерывным по фильтру / в точке х = а. Если точка х = а 
множества X является его изолированной точкой, то в качест¬ 
ве фильтров 55о и 55 можно взять одноточечное множества {а}: 
55о = 55 = {а}. В этом случае фильтр /(55) также состоит из одно¬ 
точечного множества {/(а)}. Поэтому (см. пример 1 в п. 64.3) 
Ишд /(х) = 1ітД55) = /(а), и значит, отображение / непрерывно 
в точке X = а. 

Если / — отображение подмножества X некоторого евкли¬ 
дова пространства 2 = в евклидово пространство У = Д"*, 
а — точка прикосновения множества X и фильтр 55 состоит из 
пересечения всевозможных окрестностей некоторой локаль¬ 
ной базы топологии точки а в пространстве Д" с множеством X, 
то определение Ит^ /(х) равносильно определению предела ото¬ 
бражения, сформулированному в § 36. При этом, если а€ X (и, 
следовательно, точка а, будучи точкой прикосновения множе¬ 
ства X, является его предельной точкой), то предел Ипід /(х) 
является пределом по фильтру, состоящему из пересечений 
всевозможных окрестностей точки а в пространстве Д" с мно¬ 
жеством X. Если же а 6 X, то Ііпід /(х) = Іпп^ /(х) = /(а), т. е. 
отображение / является непрерывным в точке х = а по фильт- 
РУ 55. 

Если X и У — подмножества соответственно метрических 
пространств X' и У', а е X', Ъ е У', то существование предела 
Іпп^ /(х) = Ъ, означает существование предела функции по на¬ 
правлению 55 состоящему из пересечений множества X со все¬ 
возможными 8-окрестностями точки х = а (см. пример 3). Это 
равносильно тому, что для всякого е > О существует такое 8 > О, 
что для всех точек х е X П (а; 8) выполняются неравенства 
р (/(х), Ъ) < е. 
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Заметим, что раньше символ х ^ а, х е Е не имел для нас 
самостоятельного смысла: было определено лишь все обозна¬ 
чение ^ /(х) в целом. Теперь, в конце курса, мы видим, 

что символ X ^ а, X е Е, можно рассматривать как обозначе- 

О 

ние фильтра (например, фильтра ®(а) или фильтра ©(а)), по 
которому берется предел отображения. 

Итак, действительно все встретившиеся нам раньше поня¬ 
тия предела являются частным случаем предела отображения 
по фильтру. 

Для отображений в полное метрическое пространство, в 
частности для всех функций, принимаюш,их числовые значе¬ 
ния, имеется критерий суш;ествования предела по фильтру, 
формулируемый в терминах самого фильтра, без использова¬ 
ния значения самого предела, т. е. критерий, обобіцаюіций 
разнообразные критерии Коши, встречавшиеся нам раньше. 
Определение 12. Фильтр в метрическом пространстве назы¬ 
вается фильтром Коши, если он содержит сколь угодно ма¬ 
лые по диаметру множества. 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы отображение / : X ^ У произ¬ 
вольного множества X в полное метрическое пространство 
У имело предел по некоторому фильтру Ъ множества X, не¬ 
обходимо и достаточно, чтобы образ /(5) фильтра Ъ при 
отображении / был фильтром Коши в пространстве У. 

Доказательство. Необходимость. Если суш,ествует 
предел Инід /(х) = Ъ, то, согласно определению 10, для любой 
е-окрестности 11{Ъ, е) точки Ь е У суш;ествует такое множество 
А 6 5, что ДА) с 17 (Ь, е) и, следовательно, сііат ДА) < 2е. Это и 
означает, что фильтр /(55) содержит сколь угодно малые по 
диаметру множества, т. е. является фильтром Коши. 

Достаточность. Пусть фильтр /(55) является фильтром 
Коши. Выберем какое-либо множество е 55 так, чтобы 
сііат /(А^) < 1, а затем множество В^ е 55 так, чтобы сііат /(В^) < 
<1/2. Согласно определению фильтра, суіцествует такое мно¬ 
жество ААз е 55, что А 2 с А^ и А 2 с В^, следовательно, сііат А 2 < 
< 1 / 2 . 

Если выбраны множества А^ е 55 так, что сііат /(А^) < 1/к, 
к = 1, 2, ..., п, и 

АізА2 3...зА„, 
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то найдется множество с 55, для которого сііат Я-В„) < 
< —, а затем и такое множество , , е 55, что 

следовательно, 

аіат/(А„ + і)< 

Продолжая этот процесс, получим последовательность та¬ 
ких множеств е 55, /г = 1 , 2 , ..., что для нее будут выпол¬ 
няться следующие условия: 

1) Я^„) ^ 0, п = 1, 2, 

2) ЯА) Я^г) =5... =) Я^„) =5...; 

3) Ііт сііат Я^„) = 0. 

П ^ОО 

Это означает, что последовательность множеств Я^„); ^ = 
= 1, 2, ... , метрического пространства У является последова¬ 
тельностью Коши. 

В силу полноты пространства У, согласно следствию теоре¬ 
мы 1 п. 57.2, существует точка Ь е У, являющаяся точкой 
прикосновения для всех множеств Выберем произволь¬ 

но е > 0. В силу выполнения условия 3, существует такое п^, 
что имеет место неравенство 

аіатЯА„д)<|. (64.7) 

Так как точка Ь является точкой прикосновения множест¬ 
ва Я^пд)> то найдется такая точка у е что 

р(5,у)<|. (64.8) 


Из неравенств (64.7) и (64.8) следует, что для любой точки 
2 6 Я^пц) выполняется неравенство 

р(г, Ъ) < р( 2 , у) + р(і/, Ъ) сііат ЯА„^) + | | + | = е. 

Это означает, что Я-4„^) с 11{Ъ, е). 

Таким образом, в любой окрестности точки Ъ имеется эле¬ 
мент фильтра Я®)> т. е., согласно определениям 10 и 11, 


Ит^ Я^) = &. □ 

В заключение отметим, что на пределы по фильтру отобра¬ 
жений в числовые множества очевидным образом обобщаются 
свойства классических конечных пределов функций, например 
возможность предельного перехода в неравенствах, и свойства, 
связанные с арифметическими свойствами над функциями. 
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Конечномерное линейное простран¬ 
ство 131 

Константа вложения 224 
Котинуум 124 
Коши О. 91, 98, 188 
Коэффициенты разложения эле¬ 
мента по данному базису 162 

— Фурье 7, 10 

Критерий линейной независимос¬ 
ти элементов 218 
Кронекер Л. 132 

Кусочно-непрерывная производная 
49 

Лагранж Ж. -Л. 135 
Лебегово простраство І 2 211, 213 
--Ь, 215 
Лемма Л. Шварца 180 
Линейная комбинация элементов 
пространства 130 

— оболочка множества 131 
Линейно зависимая система век¬ 
торов 130 

— независимая система векторов 

131 

Линейное отображение 137 

— пространство 128 

-с почти скалярным произве¬ 
дением 187 

— — со скалярным произведени¬ 

ем 187 

-сходимостью 273 

Линейность дифференциала 177 

— квадратурной формулы 317 

— преобразования Фурье 75, 296 
Линейный оператор 137 

— функционал 254, 274 
Липшиц Р. 32 

Локальная база топологии про¬ 
странства 327 

Локально интегрируемая функция 
279 

Метод «вилки» 305 

— касательных (метод Ньютона) 

308 

— хорд 306 
Метрика 85 

— порожденная заданной нормой 

пространства 154 


Метрическое пространство 85 
Минимальное свойство сумм 
Фурье 46 

Многочлен Лежандра 135, 219 

— Чебышёва 135 
Множество замкнутое 90 

— открытое 90 

Мультилинейное отображение 141 

Наилучшее приближение элемен¬ 
та с помощью линейных ком¬ 
бинаций 213 
Направление 329 
Натуральный фильтр 328 
Неподвижная точка отображения 
101 

Непрерывное отображение в точ¬ 
ке 97, 276 

-пространства в пространство 

98, 152, 277 

Непрерывный функционал 274 
Неравенство Бесселя 46 

— Коши—Буняковского 192 

— Коши—Шварца 188, 189 

— треугольника 85, 141, 148 
тг-мерное пространство 131, 132 
тг-мерный вектор 132 

Норма 141 

— билинейного отображения 170 

— порожденная скалярным про¬ 

изведением 189 

Нормированное линейное про¬ 
странство 141 
Носитель функции 10 
Нулевой функционал 275 

— элемент 129, 199 

Обобщенная функция 279 

-медленного роста 289 

Образ фильтра 333 
Обратное преобразование Фурье 74 
Обращение в нуль обобщенной 
функции на интервале 283 
Ограниченное билинейное отобра¬ 
жение 170 

— множество 95 

— по полунорме (по норме) мно¬ 

жество 151 

Ограниченный оператор 165 
Окрестность точки топологическо¬ 
го пространства 326 
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Операция отождествления элемен¬ 
тов 108, 153, 196, 198, 211 
Определитель Вандермонда 312 

— Грама 218 
Ортогонализация 222 
Ортогональная проекция элемен¬ 
та в подпространство 250 

— система элементов 5, 217 
Ортогональное дополнение мно¬ 
жества 249 

Ортогональные элементы 217 
Ортонормированная система эле¬ 
ментов 218 

Остаточный член интерполяции 
313 

Открытое подмножество тополо¬ 
гического пространства 329 
Отношение эквивалентности 106 
Отрезок в линейном нормирован¬ 
ном пространстве 177 

Парсеваль М. 47 
Периодическое продолжение функ¬ 
ции 8 

Пикар Ш. Э. 102 
Планшерель М. 263 
Плотное множество в пространст¬ 
ве 106, 159 

Погрешность квадратурных фор¬ 
мул 317 

Подпространство 88, 90, 130, 248 
Подфильтр 330 
Покрытие множества 117 
Полная система функций в смысле 
равномерного приближения 43 
-среднего квадратич¬ 
ного приближения 44 

-элементов пространства 159, 

244, 236 

Полное линейное нормированное 
пространство 157 

— метрическое пространство 92 
Полный фильтр 330 
Положительная определенность 

скалярного произведения 186 

— полуопределенность почти ска¬ 

лярного произведения 187 
Полунорма 141 

—, порожденная почти скаляр¬ 
ным произведением 189 


Полунормированное линейное про¬ 
странство 141 

Пополнение пространства 106, 
157, 198 

Последовательность Коши 91, 95 
Постоянная обобш;енная функция 
279 

Почти скалярное произведение 187 
Правильное разбиение 6 
Предгильбертово пространство 197 
Предел отображения 97 

-по направлению 336 

-фильтру 335 

— последовательности точек мет¬ 

рического пространства 89 

— фильтра 333 

Предкомпактное множество 124 
Преобразование Фурье 73, 264, 265 

-обобщенной функции 294 

- свертки 83 

Признак Дини 21 
Принцип неподвижной точки Пи¬ 
кара—Банаха 102 

— локализации 19 

— сжимающих отображений 101 
Продолжение функционала 276 
Проекция вектора на прямую 189 
Произведение линейных про¬ 
странств 140, 168 

— фильтров 332 

— элемента линейного простран¬ 

ства на число 129 
Производная Гато 177 

— іг-го порядка 183 

— обобщенной функции 284 

— по направлению 178 
Преобразование Фурье функции 83 

— Фреше 176 
Простая гармоника 24 
Пространство обобщенных функ¬ 
ций 281 

-медленного роста 289 

— основных функций О 278 
-5 287 

— со сходимостью 272 

См. также Указатель основных 
обозначений 

Противоположные элементы 129 
Прямая сумма подпространств 137 
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Равенство обобщенных функций 
283 

— Парсеваля 47 

— Парсеваля—Стеклова 236 
Равномерно непрерывное отобра¬ 
жение 98 

— ограниченное семейство функ¬ 

ций 125 

— сходящаяся последовательность 

отображений 98 

Равностепенно непрерывное се¬ 
мейство функций 125 
Разложение логарифма в степенной 
ряд в комплексной области 58 

— элемента пространства по бази¬ 

су 131, 161 

Разность элементов линейного про¬ 
странства 129 
Расстояние 85 

—, порожденное заданным ска¬ 
лярным произведением 189 
Регулярная точка 20 
Риман Б. 147 

Ряд в линейном нормированном 
пространстве 160 

— Лейбница 27 

— обобщенных функций 287 

— Фурье 7, 56 

-в комплексной форме 57 

-для нечетной функции 24, 56 

-четной функции 24, 56 

Свертка функций 80 
Связное метрическое пространство 
124 

Сепарабельное пространство 117, 
160 

Сжимающее отображение 101 
Сильный дифференциал 179 
Символ Кронекера 132 
Симметричная билинейная форма 
183 

Симпсон Т. 314 

Скалярное произведение 186, 187 
Слабая производная 179 
Слабый дифференциал 179 
Соболев С. Л. 272 
Сопряженное пространство 255, 
275 

Сохоцкий Ю. В. 283 


Среднее квадратичное отклонение 
43 

Стеклов В. А. 236 
Ступенчатая функция 11 
Сумма ряда 161, 194, 287 

— Фейера 35 

— Фурье 8, 15 

— элементов линейного простран¬ 

ства 128 

Сходящаяся по полунорме (по нор¬ 
ме) последовательность элемен¬ 
тов пространства 150 

— последовательность отображе¬ 

ний 98 

-точек метрического простран¬ 
ства 89 

-функционалов 275 

-функций основного про¬ 
странства 278, 288 
Сходимость в смысле р-среднего 
150 

-среднего квадратичного 

150 

Сходящийся интеграл 6 

— ряд 161 

Счетное покрытие 117 

Теорема Арцела 125 

— о замкнутых и полных систе¬ 

мах 238 

-композиции линейных огра¬ 
ниченных операторов 167 

-непрерывных отображений 

метрических пространств 100 
-конечных приращениях ото¬ 
бражений линейных нормиро¬ 
ванных пространств 182 
-линейных операторах в нор¬ 
мированном пространстве 166 
-функционалах гильберто¬ 
вых пространств 255 
-неподвижной точке сжимаю¬ 
щих отображений 102 
-пополнении линейного нор¬ 
мированного пространства 157 
-пространства со ска¬ 
лярным произведением 198 
-метрического пространст¬ 
ва 106 

-пространства СЬ^ 212, 215 
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-порядке приближения ин¬ 
тегралов с помощью квадра¬ 
турных формул 319 

-последовательности Коши 

подмножеств полного метри¬ 
ческого пространства 96 
-почленном дифференцирова¬ 
нии тригонометрического ря¬ 
да Фурье 48 

-интегрировании тригоно¬ 
метрического ряда Фурье 53 

-пределе отображения по 

фильтру 338 

-фильтра 334 

-представлении функции ин¬ 
тегралом Фурье 67 
-преобразовании Фурье в про¬ 
странстве 5 291 

-5' 296 

-разложении множества на 

подмножества, состоящие из 
эквивалентных элементов 324 

-пространства в прямую 

сумму его ортогональных под¬ 
пространств 253 

-существовании ортонормиро- 

ванных базисов 239 
-сходимости тригонометриче¬ 
ского ряда Фурье в данной 
точке 21, 33 

— об изоморфизме гильбертовых 

пространств 239 

-ортогонализации 222 

-эквивалентности нормиро¬ 
ванных конечномерных ли¬ 
нейных пространств 144 

— Планшереля 263, 266 

— Римана о коэффициентах ряда 

Фурье абсолютно интегрируе¬ 
мой функции 10 

— Фейера 37 

Теоремы Вейерштрасса о прибли¬ 
жении непрерывных функций 
тригонометрическими и алгеб¬ 
раическими многочленами 40 

— о единственности рядов Фурье 

38, 230, 238, 247 

-компактах в метрическом 

пространстве 110, 122 


-линейных ограниченных опе¬ 
раторах 167, 168 

-минимальном свойстве сумм 

Фурье 46, 232 

-непрерывных отображениях 

метрических пространств 122, 
124 

-полноте тригонометрических 

и алгебраических многочленов 
в пространствах непрерывных 
функций 43, 44 

-преобразованиях Фурье абсо¬ 
лютно интегрируемых функ¬ 
ций 77—84 

-производных отображений в 

линейных нормированных про¬ 
странствах 177 

-равномерно сходящихся три¬ 
гонометрических рядах Фурье 
8, 50 

разложении функций в ряд Фурье 
8, 21, 33, 47, 48, 50, 244, 248 

-сходимости рядов Фурье 21, 

33, 234—237 

— числе Лебега 122 

— об ограниченных билинейных 

отображениях 170, 173 
-ортогональных проекциях 

— Планшереля 263, 266 
Топологическое пространство 326 
Топология пространства 326 
Точка внутренняя 90 

— граничная 90 

— изолированная 90 

— предельная 90 

— прикосновенная 90 

— пространства 85, 130 
Т-периодическая функция 9 
Тригонометрическая система функ¬ 
ций 4, 43, 44, 219 

Тригонометрический многочлен 40 

— ряд 4 
-Фурье 7 

Узел 315 

— интерполяции 311 
Упорядоченное множество 329 
Условие Гёльдера 31, 32 

— Липшица 32 
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Факторизация 198 
Фактор-пространство 199 
Фейер Л. 35 
Фильтр 328 

—, более сильный по сравнению с 
данным 330 

— Коши 338 

— Фреше 328 

Финитная ступенчатая функция 
11, 206, 207 

— функция 11, 209 
Формула обраш,ения 73 

— прямоугольников 314 

— Симпсона 314 

— Тейлора для отображений ли¬ 

нейных нормированных про¬ 
странств 184 

— трапеций 314 

— Фурье 67 

Формулы Сохоцкого 283 
Фреше М. 176, 273 
Фундаментальная относительно 
нормы последовательность то¬ 
чек пространства 155 

— последовательность точек мет¬ 

рического пространства 91 
Функционал 137, 254 
Функциональное пространство 213 
Функция Дирака 268 

— класса Гёльдера 34 

— медленного роста 289 


—, удовлетворяюш;ая классическо¬ 
му условию Гёльдера 32 
—, — условию Гёльдера 32 
—,-слева, справа 31, 32 

— Хевисайда 270 
Фурье Ш. 7 

Характеристическая функция мно¬ 
жества 11 
Хаусдорф Ф. 326 
Хаусдорфово топологическое про¬ 
странство 326 
Хевисайд О. 270, 285 

Частичная сумма ряда 161, 194, 
287 

Чебышев П. Л. 135 
Число Лебега 122 

Шварц Л. 180 

Эквивалентные нормы 143 

— последовательности элементов 

метрического пространства 106 

— фильтры 330 

— функции с интегрируемым квад¬ 

ратом 205 

— элементы 154, 193, 198 

Ядро Дирихле 15 

— Фейера 35 

— отображения 138 
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УКАЗАТЕЛЬ ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


оо 

/(х) ~ + у а С08 пх + Ь 8ІП пх — функции Дх) сопостав- 

ляется ее ряд Фурье 
8 ирр / — носитель функции 

Х(х), Хе(,х) — характеристическая функция множества Е 
V. р. — главное значение 

■^[Л> / — преобразование Фурье функции / 

Е^^ [/] — обратное преобразование Фурье функции / 
ф*\|/, (ф*\|/)(л;) — свертка функций ф и 

8 | — символ Кронекера 
Р^.x) — многочлены Лежандра 
Т^^{х) — многочлены Чебышёва 

р(х, у) — расстояние между точками х и у метрического про¬ 
странства 

||х||; ЦхЦ^і^, X 6 X — полунорма, норма 

X + У — алгебраическая сумма подмножеств X и У линейного 
пространства 

X Ѳ У — прямая сумма линейных пространств X и У 

X X У — произведение линейных (нормированных) про¬ 
странств X и У 

кег / — ядро отображения / 

Ах, А(х), А — линейный оператор 

X Е у — элементы х л у ортогональны 

X _1 У — элемент х е X ортогонален подпространству У с X 
У^ — ортогональное дополнение множества У 
X <Ё У — вложение пространства X в пространство У 

X У — линейные пространства со сходимостью X и У, X с У, 
обладают тем свойством, что всякая последовательность 
х„ е X (га = 1, 2, ...), сходящаяся в X к элементу х, схо¬ 
дится к X и в У 
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В/(х), (І)/)(х) — производная Фреше 

— производная Гато по направлению Н 

{.В^^ Ііх)), В^^^{х){}і) — слабый дифференциал 

С(Х, У) — множество линейных операторов, отображающих 
линейное пространство X в линейное пространство У 

^{Х, У) — множество ограниченных линейных операторов, 
отображающих линейное пространство X в линейное про¬ 
странство У 

^{х^, ... , х^) — линейная оболочка элементов х-^, ... , 

У; — линейное нормированное пространство ограни¬ 
ченных билинейных отображений /: X х У -^2 

Х 2 , ... , Х^; У) — линейное нормированное простран¬ 
ство ограниченных мультилинейных отображений 
/: Х 1 ХХ 2 Х... хХ„-У 

С" — п-мерное комплексное арифметическое пространство 

І 2 — гильбертово пространство последовательностей 

(х^, ^^ 2 , ... , X .*.)9 

СО 

Е х2 <+оо 

Л = 1 

1 < 7 ? < +00 — банахово пространство последовательностей 

^2’ *** ’ ^/г’ •••)» 

оо 

^ хР< +00, х^>0 

п = 1 

Я" — линейное пространство, состоящее из множества всех 
многочленов, степень которых не превышает га, дополнен¬ 
ного нулевым многочленом 

В(Е) — линейное пространство функций, заданных на множе¬ 
стве Е 

В(Е) — пространство функций, ограниченных на множестве Е 

С(Х) — пространство функций, ограниченных и непрерыв¬ 
ных на метрическом пространстве X 

С [а, Ь] — пространство функций, непрерывных на отрезке [а, Щ 

КЕр — пространство функций с интегрируемой р-й степенью 
модуля, 1 < р < -Ьоо^ 
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СЬр — пространство непрерывных функций с нормой про¬ 
странства ЕЬр, 1 < р < -Ьоо 

КЬр — пространство, получаюп];ееся из ЕЬр его факторизаци¬ 
ей по множеству функций с нулевой полунормой ||/||д^, , 

р 

1 < р < Ч-оо эквивалентных функций 

Ьр — лебегово пространство, получающееся пополнением про¬ 
странства ЕЬр 

В — пространство основных бесконечно дифференцируемых 
финитных функций 

5 — пространство основных бесконечно дифференцируемых 
функций, которые вместе со своими производными стре¬ 
мятся к нулю при X ^ оо быстрее любой степени 1/х 

В' — пространство обобщенных функций над пространством 
В основных функций 

8' — пространство обобщенных функций над пространством 
5 основных функций 

(/, х) — значение функционала / в точке х 

® — база топологии 

®(х) — локальная база топологии в точке х 

^{Х) — множество всех подмножеств множества X 

55 — фильтр 

Игпд — предел фильтра 

Игпд Дх) — предел отображения / по фильтру 5 
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55.10. Характер сходимости рядов Фурье. 

Почленное дифференцирование рядов Фурье . 48 

55.11. Почленное интегрирование рядов Фурье. 53 

55.12. Ряды Фурье в случае произвольного интервала. 56 

55.13. Комплексная запись рядов Фурье . 57 

55.14. Разложение логарифма в степенной ряд 

в комплексной области. 58 

55.15. Суммирование тригонометрических рядов. 59 

§ 56. Интеграл Фурье и преобразование Фурье . 61 

56.1. Представление функций в виде интеграла Фурье . 61 

56.2. Различные виды записи формулы Фурье. 70 

56.3. Главное значение интеграла. 71 

56.4. Комплексная запись интеграла Фурье. 72 

56.5. Преобразование Фурье. 73 

56.6. Интегралы Лапласа . 76 

56.7. Свойства преобразования Фурье 

абсолютно интегрируемых функций . 77 

56.8. Преобразование Фурье производных. 78 

56.9. Свертка и преобразование Фурье. 80 

56.10. Производная преобразования Фурье функции. 83 
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Глава 8 

Функциональные пространства 

§ 57. Метрические пространства. 85 

57.1. Определения и примеры . 85 

57.2. Полные пространства. 91 

57.3. Отображения метрических пространств. 97 

57.4. Принцип сжимающих отображений. 101 

57.5. Пополнение метрических пространств. 105 

57.6. Компакты. 110 

57.7. Непрерывные отображения множеств. 122 

57.8. Связные множества. 124 

57.9. Критерий Арцела компактности систем функций. 124 

§ 58. Линейные нормированные и полунормированные 

пространства . 128 

58.1. Линейные пространства. 128 

58.2. Норма и полунорма. 141 

58.3. Примеры нормированных и полунормированных 

пространств . 142 

58.4. Свойства полунормированных пространств. 150 

58.5. Свойства нормированных пространств. 154 

58.6. Линейные операторы. 162 

58.7. Билинейные отображения нормированных 

пространств . 170 

58.8. Дифференцируемые отображения линейных 

нормированных пространств . 175 

58.9. Формула конечных приращений. 180 

58.10. Производные высших порядков. 182 

58.11. Формула Тейлора. 184 

§ 59. Линейные пространства со скалярным произведением .... 186 

59.1. Скалярное и почти скалярное произведения. 186 

59.2. Примеры линейных пространств со скалярным 

произведением. 191 

59.3. Свойства линейных пространств со скалярным 

произведением. Гильбертовы пространства. 193 

59.4. Фактор-пространства. 198 

59 . 5 . Пространство І2 . 202 

59.6. Пространства . 214 

§ 60. Ортонормированные базисы и разложения по ним. 217 

60.1. Ортонормированные системы. 217 

60.2. Ортогонализация. 221 

60.3. Полные системы. Полнота тригонометрической 

системы и системы полиномов Лежандра . 224 

60.4. Ряды Фурье . 229 
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60.5. Существование базиса в сепарабельных гильбертовых 

пространствах. Изоморфизм сепарабельных 
гильбертовых пространств. 239 

60.6. Разложение функций с интегрируемым квадратом 

в ряд Фурье. 243 

60.7. Ортогональные разложения гильбертовых пространств 

в прямую сумму. 248 

60.8. Функционалы гильбертовых пространств. 254 

60.9*. Преобразование Фурье интегрируемых 

в квадрате функций. Теорема Планшереля. 257 

§ 61. Обобщенные функции. 266 

61.1. Общие соображения. 266 

61.2. Линейные пространства со сходимостью. 

Функционалы. Сопряженные пространства. 272 

61.3. Определение обобщенных функций. Пространства 

ВтлО' . 277 

61.4. Дифференцирование обобщенных функций. 283 

61.5. Пространство основных функций 8 и пространство 

обобщенных функций 8' . 287 

61.6. Преобразование Фурье в пространстве 8. 290 

61.7. Преобразование Фурье обобщенных функций. 293 

Дополнение 

§ 62. Некоторые вопросы приближенных вычислений . 301 

62.1. Применение формулы Тейлора для приближенного 

вычисления значений функций и интегралов. 301 

62.2. Решение уравнений . 305 

62.3. Интерполяция функций. 311 

62.4. Квадратурные формулы. 314 

62.5. Погрешность квадратурных формул . 317 

62.6. Приближенное вычисление производных . 321 

§ 63. Разбиение множества на классы эквивалентных 

элементов. 323 

§ 64. Предел по фильтру . 325 

64.1. Топологические пространства . 326 

64.2. Фильтры. 328 

64.3. Предел фильтра . 333 

64.4. Предел отображения по фильтру. 335 

Предметно-именной указатель . 340 

Указатель основных обозначений . 346 
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